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                                                           შესავალი 
სამყაროში მიმდინარე ფიზიკური პროცესების აღწერისას დასაწყის ეტაპზე 

უკიდურესად სტაბილურ მდგომარეობათა აღწერით იფარგლებოდნენ. შემდგომ კი, 

ფიზიკის ბუნებრივმა განვითარებამ მიგვიყვანა პრინციპულად დინამიკური 

პრობლემის შესწავლამდე, ისეთებამდე, როგორიც არის ერთი სტაბილური 

მდგომარეობიდან მეორეში გადასვლა, ბმული მდგომარეობების დაშლა და/ან 

წარმოქმნა (ატომბირთვების, ატომების, ვარსკვლავთა და გალაქტიკათა) და ა.შ. ასეთ 

“დინამიკურ დონეზე” ფიზიკურ მოვლენათა შესწავლის სირთულე ადრეულ პერიოდში 

აიძულებდა მკვლევარებს გამოეყენებინათ სტაბილურ მდგომარეობათა სუსტი 

ველებით გამოწვეული სუსტი შეშფოთებები. ასეთი გზით ვითარდებოდა ფიზიკის 

ისეთი მიმართულებები, როგორიცაა ოპტიკა, აკუსტიკა, ელექტროდინამიკა და სხვა. 

ამგვარი მიდგომის ჩამოყალიბების მთავარი მიზეზი კი იყო ის, რომ 

ექსპერიმენტატორთა ხელთ იყო მხოლოდ სუსტი ველები (ოპტიკური, აკუსტიკური და 

ა.შ.). შედეგად მივიღეთ, რომ სუპერპოზიციის პრინციპები, ანუ წარმოდგენა იმის 

შესახებ, რომ მიზეზთა ადიტიურობას მივყავართ შედეგთა ადიტიურობამდე, იქცა 

მიღებულად და ბევრმა ჩათვალა ფიზიკური პროცესების გადაწყვეტის უნივერსალურ 

საშუალებად. ამგვარ პრობლემათა გადაჭრისას გამოიყენებოდა წრფივი (უფრო ზუსტად 

გაწრფივებული) დინამიკური მოდელები. ჯერ კიდევ მაშინ ნათელი იყო ამგვარი 

“წრფივი ფიზიკის” შეზღუდულობა და რომ მის “ბატონობას” ფიზიკაში დიდი დრო არ 

ეწერა.  

გასული საუკუნის დასაწყისში მდგომარეობა ძირფესვიანად შეიცვალა – 

არაწრფივი პრობლემების რიცხვი, რომელთა გადაჭრის გადავადება აღარ შეიძლებოდა 

- “ზვავისებურად” იზრდებოდა. თუ ადრე ეს პირობები დაკავ¬შირებული იყო 

ძირითადად არაწრფივ მექანიკასთან (მაგ. სამი სხეულის ამოცანა), ოცდაათიან წლებში 

ამგვარ პრობლემათა გადაჭრა გადაუდებელი გახდა აკუსტიკაში, მყარი სხეულების 

ფიზიკაში, სტატისტიკურ ფიზიკაში და განსაკუთრებით კი იმხანად ახლად მოვლენილ 

რადიოტექნიკასა (ელექტრომაგნიტურ რხევათა გენერატორები და დეტექტორები) და 

მართვის ავტომატურ სისტემებში. მაგრამ იმხანად ფიზიკის სხვადასვა 

მიმართულებათა ამგვარი “არაწრფივი სირთულეები” ითვლებოდა ყოველი 

მიმართულებისთვის სპეციფიურად და არ ჩქარობდნენ შეექმნათ არაწრფივი ფიზიკის 

ზოგადი თეორიული მიდგომები.  

მხოლოდ გასული საუკუნის 30-ან წლებში ჯეროვანი ყურადღება მიექცა ისეთ 

ფიზიკურ მოვლენებს, როდესაც დაიმზირება არაადიტიური გამოძახილი ადიტიურ 

ზემოქმედებებზე (ანუ როდესაც საკითხის წრფივი გადაწყვეტები მიუღებელია) და რომ 

ასეთი სიტუაციები არის არა იშვიათი გამონაკლისი, არამედ პირიქით, გვხვდება ყოველ 

ნაბიჯზე. სხვადასხვა მიმართულების ფიზიკოსთა შორის თანდათან გამომუშავდა 

“არაწრფივი აზროვნება”, რასაც მოჰყვა არაწრფივი რხევების თეორიის შექმნა, რომელიც 

ინგლისურენოვან ქვეყნებში მოიხსენიება როგორც არაწრფივი დინამიკა ან უფრო 

ზოგადად - არაწრფივი მოვლენების ფიზიკა. 

მოვლენებს, რომლებიც აღოწერებიან არაწრფივი განტოლებებით, მიეკუთვნებიან 

არაწრფივ მოვლენებს. ბუნების მოვლენათა უმრავლესობა აღიწერება არაწრფივი 
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განტოლებებით და ამდენად ბუნების მოვლენების ძირითადი ნაწილი მიეკუთვნება 

არაწრფივ მოვლენებს. არაწრფივი მოვლენებია ქაოტურად მოძრავი უმცირესი 

ბიოლოგიური სიტემებიდან დაწყებული. ტოკამაკში მოქცეული პლაზმით 

დამთავრებული. საწუხაროდ არ არსებობს უნივერსალური მიდგომა, რომლის 

მეშვეობოთაც შესაძლებელი იქნებოდა არაწრფივი მოვლენების უნიფიცირებული 

განხილვა. ამიტომ არაწრფივი მოვლენების განხილვის დროს გამოიყენება კვლევის 

სხვადასხვა მეთოდები, როგორც ანალიზური ასევე რიცხვითი. 

წინამდებარე ნაშრომში განხილულია სამი აწაწრფივი მოვლენა: 

ნანოელექტრომექანიკური რეზონატორის არაწრფივი რეხევები, არაწრფივი 

რეზონანსის მოვლენა სისტემაში ატომი-ველი და პოლარიზაციული არამდგრადობები 

არაწრფივ გიროტროპიულ გარემოში.   

თემის აქტუალობა. არაწრფივი მოვლენების ფიზიკა არის ფუნდამენტური 

მნიშვნელობის. მისი შედეგები დიდი პრაქტიკული მნიშვნელობისაა ამავე დროს, 

რადგან ვსაწავლობთ არა მარტო ბუნების მოვლენების განმსაზღვრელ 

კანონზომიერებებს არამედ ეს ცოდნა შეგვიძლია გამოვიყენოთ პრაქტიკული 

მიზნებისთვისაც, შევქმნათ მიღებული ცოდნის გამოყენებით ისეთი ხელსაწყოები, 

დანადგარები , რომლებიც ჩაანაცვლებს უკვე არსებულს ან იქნება სრულიად ახალი და 

უნიკალური..    

დისერტაციის მიზანი: წინამდებარე დისერტაციის მიზანია ზოგიერთი არაწრფივი 

მოვლენის თეორიული გამოკვლევა. კერძოდ, 1) ორი ბმული ნანო-ელექტრომექანიკური 

რეზონატორის არაწრფივი  დინამიკის შესწავლა, 2) ატომი – ველი სისტემის 

კლასიკური მოდელის კვანტური  შესწორების განხილვა. კერძოდ, აღნიშნული 

სისტემის ოპტიკური დიაპაზონის იმპულსური დატუმბვის შედეგად წარმოქმნილი 

ენერგეტიკულ დონეთა დასახლებების  ალბათობების გამოთვლა და 3) არაწრფივ 

გიროტროპიულ გარემოში არაწრფივი და ქაოსური  მოვლენების თეორიული  

გამოკვლევა. კერძოდ  გიროტროპიული გარემოს არაწრფივი კლასიკური და კვანტური 

დინამიკის შესწავლა კუნის განზოგადებული არაწრფივი მოდელის ფარგლებში.       

დისერტაციში გამოყენებულია თეორიული კვლევის ანალიზური და რიცხვითი 

მეთოდები. კერძოდ კვლევის ანალიზური მეთოდიდან ჩვენ ვისარგებლეთ ვან დერ 

პოლის ნელადცვლადი ამპლიტუდების მეთოდით. ხოლო რიცხვითი მეთოდებიდან 

გამოვიყენეთ გრასბერგერ-პროკაჩიას ალგორითმი. ასევე სისტემის დინამიკის 

თეორიული ანალიზის დროს ვისარგებლეთ ისეთი სტატისტიკური ცნებებით, 

როგორიცაა კოლმოგოროვის ენტროპია და უცნაური ატრაქტორის ფრაქტალური 

განზომილება. 

მეცნიერული სიახლე: ქვემოთ მოყვანილ დისერტაციაში 

  1. ჩვენს მიერ შევისწავლილ იქნა ორი არაწრფივი ბმული ოსცილატორის იძულებითი 

რხევები ბმის კოეფიციენტის ნებისმიერო მნიშვნელობისათვის, როგორც ორი ბმული 

ნანო-ელექტრომექანიკური რეზონატორის   მოდელი. ანალიზურად მიღებულ იქნა  

რხევის ამპლიტუდის, როგორც იძულებითი რხევის სიხშირის ფუნქციის  

გამოსახულება და შესწავლილ იქნა ენერგიის ურთიერთგაცვლა ბმულ ოსცილატორებს 

შორის. დადგენილ იქნა, რომ გარეშე ძალის ზემოქმედების გამო აღნიშნულ სისტემაში 

აღძრული რხევების  ამპლიტუდურ სიხშირული მახასიათებელი იძენს არაწრფივი 

რეზონანსის შესაბამისი ასიმეტრიული რეზონანსული მრუდის სახეს. ნაჩვენებია, რომ 

განსახილველი მოდელის ასეთი ამპლიტუდურ სიხშირული მულტისტაბილური 
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მახასიათებელი შეიძლება გამოყენებულ იქნას ოსცილატორებს შორის ენერგიის 

გადაცემის მართვის ეფექტური ინსტრუმენტი (საშუალება), რაც განპირობებულია 

იძულებითი ძალის სიხშირის უმნიშვნელო ცვლილების გამო სისტემის მდგომარეობის 

სენსიტიური ცვლილებით. 

  2. ჩვენს მიერ შევისწავლილია ატომი-ველი სისტემა ანჰარმონიულ ოსილატორის 

მოდელის ფარგლებში, როდესაც ადგილი აქვს არაწრფივ რეზონანს. განხილულია ის 

პირობები, როდესაც ადგილი აქვს არაწრფივ  რეზონანსს. განხილულია ასევე ის 

პირობა, რომლის შესრულების შემთხვევაში, ქმედების მნიშვნელობა შესაძლოა იყოს 

იმდენად მცირე, რომ მისი შესწორება აღარ იქნება კლასიკური სიდიდე და ის უნდა 

განვსაზღვოთ  კვანტური მექანიკის კანონების თანახმად. შესწავლია თუ რა სახე აქვს 

ქმედების შესწორების კვანტურ ჰამილტონიანს  და მის შესაბამის ჰამილტონის 

განტოლებას. გამოთვლილ იქნა ენერგეტიკულ დასახლებათა ალბათობების განაწილება 

და გამოკვლეულ  იქნა ინვერსიულ დასახლებათა არსებობის შესაძლებლობა. 

  3. შესწავლილია ასევე გიროტროპული გარემოს კლასიკური და კვანტური დინამიკა 

კუნის არაწრფივი მოდელის ფარგლებში, როგორც ძლიერი ასევე სუსტი არაწრფივობის 

შემთხვევაში. კლასიკური დინამიკის განხილვისას  სუსტი არაწრფივობის შემთხვევაში 

მიღებულია ანალიზური ამონახსნები. ხოლო ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევაში 

დადგენილია პარამეტრების ის მნიშვნელობები, როცა სისტემაში ჩნდება ქაოსი. 

ნაჩვენებია, რომ ურთიერთქმედების პოტენციალის პარამეტრების გარკვეული 

მნიშვნელობისათვის მოდელი არის ზუსტად ინტეგრებადი და გარკვეულ პირობებში 

დაიყვანება ე.წ. უნივერსალურ ჰამილტონიანზე. კვანტური დინამიკის განხილვის 

დროს ნაჩვენებია არაწრფივი გიროტროპული გარემოს მიერ გარეშე ველის ენერგიის 

სტოქასტური შთანთქმის შესაძლებლობა. განხილულია ურთიერთქმედ ოსცილატორთა 

უსასრულო ჯაჭვის შემთხვევა და დადგენილია, რომ შესაძლებელია ასეთ გარემოში 

სოლიტონური ტიპის ტალღების გავრცელება. განხილულია ის შემთხვევა, როცა 

განზოგადებული კუნის მოდელის აღმწერი განტოლება არ არის  ზუსტად 

ინტეგრებადი. ნაჩვენებია, რომ მიუხედავად ინდივიდუალური ოსცოლატორების 

ქაოსური დინამიკისა, ასეთ ოსცილატორთა ჯაჭვი ინარჩუნებს კოჰერენტულობას 

როგორც მთლიანი სისტემა. 

წინამდებარე ნაშრომის პირველ თავში, ჩვენს მიერ შესწავლილ იქნა ორი ბმული 

ოსცილატორის რხევის დინამიკა ბმის კოეფიციენტის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, 

როდესაც ორივე ოსცილატორზე მოქმედებს ერთნაირი სიხშირის მაგრამ 

განსხვავებული სიდიდის მქონე გარეშე ჰარმონიული ძალა.მეორე პარაგრაფში 

განხილულია ორი ბმული ოსცილატორის იძულებითი რხევები, მესამე პარაგრაფში - 

არარეზონანსული გარეშე ძალის შემთხვევაში სიხშირული წანაცვლება და 

რელაქსაციის ეფექტები, მეოთხე პარაგრაფში - რეზოანასული შემთხვევა და მოდების 

სიხშირეების არაწრფივი წანაცვლება, მეხუთე პარაგრაფში - ამპლიტუდურ სიხშირული 

მახასიათებელი და ენერგიის გადანაწილება  ოსცილატორებს შორის. და  ბოლოს 

დასკვნა. 

წინამდებარე ნაშრომის მეირე  თავში განხილულია ატომი-ველი სისტემა 

ანჰარმონიულ ოსილატორის მოდელის ფარგლებში, როდესაც ადგილი აქვს არაწრფივ 

რეზონანს. ნაშრომის პირველ პარაგრაფი არის შესავალი. მეორე პარაგრაფში 

განხილულია ანჰარმონიული ოსცილატორის მოდელი და სტაცინარული  რეზონანსის   

რეჟიმი. მესამე პარაგრაფი ეძღვნება არაწრფივობის კოეფიციენტის რიცხვითი 
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მნიშვნელობის გამოთვლას. მეოთხე პარაგრაფში განხილულია ქმედების 

რეზონანსული მნიშვნელობის კვანტური შესწორებები. მეხუთე პარაგრაფში 

შევისწავლეთ ქმედების შესწორების ოპრეტორის საკუთარი მდგომარეობა და მისი 

გაშლა მათიეს პერიოდული ფუნქციების მეშვეობოთ. მეექვსე პარარაფში გამოვთვალეთ 

ენერგეტიკულ დონეთა დასახლება და გაგანიერება. და ბოლო პარაგრაფში გაკეთებული 

დასკვნა    

            წინამდებარე ნაშრომის მესამე თავში განხილულია გიროტროპიული გარემოს 

არაწრფივი კლასიკური და კვანტური დინამიკა  კუნის განზოგადებული არაწრფივი 

მოდელის ფარგლებში. ნაშრომის პირველ პარაგრაფში  გაკეთებულია შესავალი 

აღნიშნულ საკითხში. მეორე პარაგრაფში განხილულია კლასიკური დინამიკა როგორც 

სუსტი ასევე ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევაში. მესამე პარაგრაფი ეხება კუნის 

მოდელის ინტეგრებადობის საკითხს. მეოთხე პარაგრაფი ეძღვნება კვანტურ-მექანიკურ 

განხილვას. მეხუთე პარაგრაფი ეძღვნება კუნის მოდელის განზოგადებას 

ურთიერთქმედ ოსცილატორთა უსასრულო ჯაჭვის შემთხვევაში. მეექვსე და მესვიდე 

პარაგრაფებში  განხილულია ის შემთხვევა, როცა  განზოგადებული კუნის მოდელის 

აღმწერი განტოლება არ არის  ზუსტად ინტეგრებადი.  და ბოლოს გაკეთებულია 

დასკვნა 

 

პუბლიკაციები: დისერტაციაში მიღებული შედეგები გამოქვეყნებულია ოთხი 

სამეცნიერო პუბლიკაციის სახით: 

1.  L.Cotorlishvili, A.Ugulava, G.Mchedlishvili,A.Komnik,S.Wimberger, &J.Berakdar.   

      Nonlinear Dinamics  of Two Coupled  Nanoeleqtromeqanical  rezonators. J.Phys.B,    

      44,215402 (9pp),(2011) . 

2.  A.Ugulava, G.Mchedlishvili, S.Chkhaidze & L.Chotorlishvili.QuantumCorrections to the     
     Classical Model of the Atom-field sistem.  Phys. Rev. E,  84, 046606 (2011). 
3.  A. Ugulava, L. Chotorlishvili, K. Nikoladze, G. Mchedlishvili. Chaotic Phenomenon    
      in Nonlinear Girotropic Medium.  International Journal of  Modern Physics B, vol. 22, No 4,     
      pp. 381-405, 2008. 

4.  A. Ugulava, L. Chotorlishvili, V. Skrinnikov, G. Mchedlishvili. Coherence of  Chain     

     oscillators in Nonlinear  Girotropik Medium.  Commun. Teor. Phys. (Beijing, China) 50,    
     pp.1381-1386, (2 008)               
დისერტაციის სტრუქტურა და მოცულობა: დისერტაციa შესდგება შესავლისაგან, სამი 

თავისა და დასკვნისაგან. შეიცავს 78 ნაბეჭდ გვერდს. დისერტაციაში წარმოდგენილია 

21 ნახაზი, ციტირებუკლი ლიტერატურის ნუსხა, რომელიც შეიცავს 65 დასახელებას 
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               თავი I. ორი ბმული ნანო-ელექტრომექანიკური რეზონატორის არაწრფივი      

                                                          დინამიკა     
                

                                               1.1. შესავალი 

დღეისათვის ნანოტექნოლოგიების დარგში ჩატარებული ექსპერიმენტალური და 

თეორიული სამუშაოების მნიშვნელოვანი ნაწილი მიმართულია ნანომეტრის ზომის 

რეზონატორების შექმნისა და მათი მართვის სიტემების დახვეწისაკენ, კერძოდ 

ნანოელექტრომექანიკური რეზონატორებისადმი. ნანომაშტაბის რეზონატორებისადმი 

ინტერესი განპირობებულია მთელი რიგი მოზეზებით. ნანოელექტრომემექანიკური 

რეზონატორები გამოიყენება, როგორც მუხტის, მასის და სპინის მეტად მგრძნობიარე 

დეტექტორები, მაღალ სიხშირული გენერატორები [1-3].  ბმული სისტემები კი 

საინტერესიოა სიგნალის გაძლიერებისა და დამუშავების თვალსაზრისით. მათ 

იკვლევენ, როგორც კვანტურ მექანიკურ [4, 5] ისე კლასიკური სისტემებს [6-14]. ასეთი 

სისტემების არაწრფივი დინამიკის შესწავლის აუცილებლობა კი განპირობებულია 

იმით რომ ან აცილებულ იქნას ეს რეჟიმი , თუ არ არის სასურველი, ან გამოყენებულ 

იქნას თუ არის ამის შესაძლებლობა. 

ნანო-ელექტრომექანიკური რეზონატორი დაახლოებით 200 ნმ ზომის  

მოწყობილობაა, ის შედგება გალიუმ-არსენიდის სამი ფენისაგან(GaAs): N- 

ლეგირებული 100 ნმ სიგანის ფენა  არის 50 ნმ სიგანის ფენით იზოლირებული P- 

ლეგირებული 50 ნმ  ზომის ფენისაგან . ნანო-ელექტრომექანიკური რეზონატორების 

რხევების აღძვრა და მართვა ხორციელდება პიეზოელექტრული მოწყობილობების 

მეშვეობით [14]. ცალკეული რეზონატორის გარდა შეიძლება განხილულ იქნას ასევე 

ორი ბმული  რეზონატორი, რომელთა მართვა ხორციელდება გარეშე წყაროს 

მეშვეობით. ბმული  რეზონატორული სისტემის რხევის დინამიკა ხასიათდება 

სხვადასხვა რეჟიმით, რაც განპირობებულია ბმის კოეფიციენტისა(ბმულობა) და გარეშე 

ძალის სხვადასხვა მნიშვნელობით. ბმულობის მცირე მნიშვნელობისათვის ეს საკითხი 

შესწავლილ იქნა კარაბალინისა და სხვათა შრომაში . [14]. ამ ნაშრომში ნაჩვენები იქნა, 

რომ ერთი რეზონატორის წრფივი და სუსტად არაწრფივი რხევები შეიძლება იქნას 

მართული მეორე რეზონატორის  მეშვეობით, რომელიც არაა ბმული ძლიერად პირველ 

რეზონატორთან (ბმულობა 2  ).  აღნიშნული ავტორების მიერ რიცხვითი 

გამოთვლების გამოყენებით.მიღებულ იქნა ასეთი სისტემის რხევის დინამიკა - 

ამპლიტუდურ სიხშირული მახასიათებელი, როდესაც ორივე რეზონატორი იმყოფება 

ძლიერი არაწრფივობის რეიმში,   

 წინამდებარე ნაშრომში ჩვენს მიერ შესწავლილ იქნა ორი ბმული ოსცილატორის 

რხევის დინამიკა ბმულობის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის, როდესაც ორივე 

ოსცილატორზე მოქმედებს ერთნაირი სიხშირის მაგრამ განსხვავებული სიდიდის მქონე 

გარეშე ჰარმონიული ძალა. ოსცილატორებს შორის კავშირი მოცემული იქნება ბმის 

კოეფიციენტი - ბმულობის მეშვეობით. ბმულობა ჩვენთვის წარმოადგენს ძირითად 

პარამეტრს, რომელიც განმარტებული იქნება ქვემოთ მეორე პარაგრაფში  

 

                           

 

 

                                                1.2. მოდელი 
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აღნიშნული ამოცანის გადაწყვეტისას გამოვიყენეთ ვან-დერ პოლის (ნელადცვლადი 

ამპლიტუდების) მეთოდი. ორი ბმული ნანომექანიკური ოსცილატორის რხევის 
2,1x  

კოორდინატები [14] ნაშრომში მოცემული მოდელის ფარგლებში განვიხილეთ. 

აღნიშნული ნაშრომის თანახმად განსახილველი სისტემის დინამიკურ განტოლებათა  

სისტემა შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

                     MxxDxx   )( 211

2

11
 , 

                     NxxDxx   )( 122

2

22
                                                                        (1.1) 

                                tFxxtxxMM  cos2),,( 1

3

111111   , 

                                tFxxtxxNN  cos2),,( 2

3

222222   ,                                          (1.1’) 

                                1 . 

სადაც 1  და 2 ცალკეული რეზონატორის  საკუთარ რხევათა სიხშირეებია, 1  და 

2 მილევის კოეფიციენტები, 1   და 2   არაწრფივობის პარამეტრები, 1F  და  2F  გარეშე 

ჰარმონიული ძალების ამპლიტუდები,  გარეშე ძალის სიხშირე, D რეზონატორების 

ბმის წრფივი კოეფიციენტი. როგორც წესი, ჩვენ მივიჩნევთ, (1) განტოლებათა სისტემის 

მარჯვენა მხარეს , როგორც მცირე შეშფოთებას [14,18]. 

 პირველად ჩვენ განვიხილავთ შეუშფოთებელ ერთგვაროვან ბმულ სისტემას, 

რომლის დინამიკის აღმწერ განტოლებათა სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

                     0)( 211

2

11  xxDxx  , 

                     0)( 122

2

22  xxDxx                                                                             (1.2) 

გადასვლა განზოგადებული კორდინატებიდან ნორმალურ კორდინატებზე 

ხორციელდება შემდეგი გარდაქმნის მეშვეობით [18]: 

                                  211 qqx  , 

                                 221

1

12 qKqKx                                                                                         (1.3) 

სადაც 

                                  211
1




K ,  21 11
1




K ,   11 KK .                          (1.4) 

                                  
2

2

2

1

2







D
 .                                                                                             (1.5) 

ჩვენ ვუწოდებთ   პარამეტრს, რომელიც გვიჩვენებს ოსცილატორებს შორის ბმის 

სიდიდეს ბმულობას. შემდგომში ვიგულისხმებთ, რომ 12   . 

 (1.3,1.4) გარდაქმნა აქცევს ორ ბმულ რხევას, რომლებიც აღიწერება (1.2) 

განტოლებათა სისტემით, ორ დამოუკოდებელ რხევად, რომელთა შესაბამისი მოდების 

სიხშირეეებია : 

                                      2222

2,1 1~     ,                                                                            (1.6) 

სადაც 

                                        
2

~~
~

2

2

2

12 



 , 

                                        D 2

2,1

2

2,1
~  , 

                                        
2

2

1

2

22 



 ,                                                                                       (1.7) 
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2,1
~  პარციალური სიხშირეებია. აქ ჩვენ გვსურს ხაზი გავუსვათ იმ ფაქტს, რომ   

ბმულობის სიდიდე დამოკიდებულია არა მხოლოდ D რეზონატორების ბმის წრფივ 

კოეფიციენტზე, არამედ ოსცილატორების საკუთარი 1   და 2  სიხშირეების სხვაობაზე. 

სუსტი ბმულობის შემთხვევაში 1 ,
2,1 მოდების სიხშირეეები მიისწრაფვიან 

2,1
~  

პარციალური სიხშირეების მნიშვენელობისაკენ, ხოლო ძლიერი ბმულობის 

შემთხვევაში 1  

                                        22

1  ,    22

2

~~
 ,                                                                             (1.8) 

სადაც 

                                     
2

2

2

2

12 



  ,       D2

2

~~
2

2

2

12 





 . 

(1.8) განტოლებათა სისტემიდან ცხადია, რომ 1  შემთხვევაში, მოდების სიხშირეთა 

კვადრატების სხვაობა აღწევს მახსიმალურ მნიშვნელობას რომელიც ტოლია 2D. 

 ორი ბმული ოსცილატორის იძულებითი რხევები ღიწერება შემდეგი 

განტოლებათა სისტემის მეშვეობით: 

                     tFxxDxx  cos)( 1211

2

11  , 

                     tFxxDxx  cos)( 2122

2

22  ,                                                             (1.9)                                 

 სადაც 1F  და 2F  ოსცილატორებზე მოქმედი გარეშე პერიოდული ძალებია, ხოლო 

  გარეშე ძალების სიხშირეა. 

ადვილია იმის ჩვენება, რომ იმ შემთხვევაში, როცა 02,1 F , მოცემული (9) 

სისტემის დინამიკური განტოლებების ამონახსნს აქვს შემდეგი სახე: 

                                       tAx  cos11 , tAx  cos22 , 

                                      
2

1,2

22

1,22,1

2,1

)~(

d

DFF
A





,                                                               (1.10) 

სადაც 

                                
     




















22

2

2

2

22

1

2

1

2

1

2

2

22

2

22

1

22

111









d
                 (1.11)                                           

აქ 2,1A იძულებითი რხევების ამპლიტუდაა. ადვილია შევნიშნოთ, რომ როცა გარეშე 

ძალის სიხშირე უახლოვდება მოდების 2,1  სიხშირეებს იძულებითი რხევების 

ამპლიტუდა მკვეთრად(რეზონანსულად ) იზრდება. 

 (1.10) და (1.11) ამონახსბენი მიღებულია (1.9) წრფივი ავტონომიური 

სიტემისათვის. მილევისა და არაწრფივი წევრების გათვალისწინება შეიძლება 

განხორცილედეს სტანდარტული პროცედურის თანახმად, რეზონანსულ მნიშვნელში 

შესაბამისი წევრების დამატებით [18]: 

                     

2 2

1,2 1,2 1,2 1,2 1,2 1,21,2

2 2

1,2 1,2 1,2 1,2

1 1 1

2 ( ) 2 ( )

1

2 ( )

i    

  

  
    


   

                     (1.12) 

სადაც 2,1 არის მოდების რელაქსაციის სიჩქარე, ხოლო 2,1 - მოდების სიხშირეების 

არაწრფივი შესწორება, რომელიც დამოკედიბულია 2,1A რხევების ამპლიტუდაზე. 

თუმცა უნდა შევნიშნოთ, რომ (1.12) გამოსახულება სამართლიანია მხოლოდ სუსტი 
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არაწრფივობისა და მცირე სიდიდის მილევის კოეფიციენტის  შემთხვევაში 

(
2,12,12,1 ; ). შემდეგ პარაგრაფში მოცემული იქნება 

2,1  და 
2,1  სიდიდეების 

გამოსახულებები ჩაწერილი სისტემის პარამეტრების მეშვეობოთ. 

 

        1.3  მოდების სიხშირეების არაწრფივი წანაცვლება და რელაქსაციური   

                        წევრების გავლენა. არაზონანსული შემთხვევა. 

 ახლა დავუბრუნდეთ ისევ (1) განტოლებათა სისტემას, ოღონდ ამ შემთხვევაში 

მოვითხოვოთ, რომ გარეშე ძალის სიხშირე არ ემთხვევა მოდების სიხშირეს 2,1 , 

ცხადია, რომ ამ კერძო შემთხვევაში გარეშე ძალის როლი უმნიშვნელოა. თუმცა  ჩვენ 

ყურადღებას გავამახვილებთ მილევისა და არაწრფივობის როლზე ორი ბმული 

რეზონატორის რხევებზე.  

 (1.1) განტოლებათა სისტემის შესასწავლად ამ შემთხვევაში ჩვენ ვისარგებლებთ 

ნელადცვლადი ამპლიტუდების მეთოდით [5]. აღნიშნული მეთოდის გამოყენებით და 

(1.3) გარდაქმნის გათვალისწინებით განსახილველი ამოცანა დაიყვანება 

შეუშფოთებელი ამოცანის განხილვაზე, რომელიც ირხევა მოდების სიხშირეზე და  

რომლის ამონახსნი შეიძლება ჩაიწეროს შემდეგი სახით: 

        ))(sin()())(sin()()( 2221111 tttAtttAtx   , 

        ))(sin()())(sin()()( 222111

1

2 tttKAtttAKtx    ,                                   (1.13) 

სადაც )(),( 2,12,1 ttA   ნელადცვლადი ამპლიტუდები და ფაზებია. აღნიშნული მეთოდის 

მიხედვით )(2,1 tA  პირველი რიგის მცირე სიდიდეებია და ამიტომ )(2,1 tA  მეორე რიგის 

მცირე სიდიდის პროპორციული წევრები შეძლება უგულებელყოთ (1.1) განტოლებათა 

სისტემაში. ზემოთქმულის გათვალისწინებით ვღებულობთ შედეგ განტოლებათა 

სისტემას ნელადცვვლადი ამპლიტუდებისა და ფაზებისათვის: 

                                      11

1

2
1

1

14

1
QPK

dt

dA



 






 , 

                                     22
2

2

2

14

1
QKP

dt

dA










,                                                           (1.14) 

                                     33

1

2
1

1
1

14

1
QPK

dt

d
A 


 








, 

                                      44
2

2

2
2

14

1
QKP

dt

d
A 











, 

სადაც 

                

2 2 2

1 3

0 0 0

2 2 2

2 3

0 0 0

2 2 2

3 3

0 0 0

2 2 2

4 3

0 0 0

1
cos

4

1
cos

4

1
sin

4

1
sin

4

P M d d d

P M d d d

P M d d d

P M d d d

  

  

  

  

   


   


   


   










  

  

  

  
    

2 2 2

1 3

0 0 0

2 2 2

2 3

0 0 0

2 2 2

3 3

0 0 0

2 2 2

4 3

0 0 0

1
cos

4

1
cos

4

1
sin

4

1
sin

4

Q N d d d

Q N d d d

Q N d d d

Q N d d d

  

  

  

  

   


   


   


   










  

  

  

  
                          (1.15) 
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თუ ჩავსვავთ )(1 tx  და )(2 tx  გამოსახულებებს (1.13) სისტემიდან M და  N 

გამოსახულებებში მოვიღებთ: 

                 

1 1 1 2 2 1

3

1 1 2 1

1

2 1 1 2 2 2

1 3

2 1 2 2

1 1 2 2

( , , ) ( cos cos sin )

( sin sin cos )

( , , ) ( cos cos sin )

( sin sin cos )

; ; .

M A A l

A A l

N A K A K l

A K A K l

t t t

        

   

        

   

      





     

  

      

   

     

                                       (1.16) 

თუ ჩავსვავთ (1.16) გამოსახულებას (1.15)-ში და ვაინტეგრებთ, მაშინ (1.14) 

გამოსახულებიდან მივიღებთ: 

                                 

1
1

1
;

2

dA

dt
  

   

2
2

1
;

2

dA

dt
  

                                                                        (1.17) 

                                 

1
1;

d

dt




         

2
2;

d

dt




    
სადაც 

                                  












 )

1

1
1()

1

1
1(

2

1

2
2

2
12,1





       

                                 














































2

2

22
2

2

11

2,1

2,1

1

1
1

1

1
1

1

8

3








 AA                          (1.18) 

რელაქსაციის სიჩქარე და მოდების სიხშირეების არწრფივი წანაცვლებებია. 

საინტერესოა იმის აღნიშვნა , რომ მოდების სიხშირეების არწრფივი წანაცვლებები 
2,1   

ამპლიტუდების კვადრატის 2

2,1A ფუნქციებია, რაც წარმოადგენს არაწრფივობის შედეგს. 

 სუსტი ბმულობის შემთხვევაში ( 1 ), (1.18) გამოსახულებიდან ვღებულობთ: 

                                            2,12,1    ,          2

2,12,1

2,1

2,1 ~
1

4

3
A


  , 

ხოლო ძლიერი ბმულობის შემთხვევაში ( 1 ) : 

                                         

)(
4

2

8

3

)(
2

8

3

)(
2

1

2

22

2

112

1

2

2

2

2

22

2

112

1

2

2

1

2121

AA
D

AA

























                                               (1.19) 

 ამრიგად, როცა 1  მოდების მილევა ხდება ერთი და იგივე სიჩქარით. მაშინ 

როცა მოდების სიხშირების არაწრფივი წანაცვლებები განსხვავებულია ერთმანეთისაგან 

( 21   ). 

 

                 1.4.  ორი ბმული რეზონატორის ამპლიტუდურ- სიხშირული            

                                 მახასიათებელი 

 ორი ბმული რეზონატორის იძულებითი რხევების  ამპლიტუდა მოცემულია (1.9) 

და (1.10) გამოსახულებებით. თუ გამოვიყენებთ ბმულობის გამოსახულებას ეს 

ფორმულები შეიძლება გადავწეროთ შემდეგი სახით: 
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
























































22

2

22

1

22

2

22

1
22

2

2

2

1,2

22

1,22,1

2,1

1111

1

1

2

)~(





 FF
A

 .                   (1.20) 

სუსტი ბმულობის შემთხვევაში ( 1 ),    )/(2 22

2,12,12,1  FA  .   ხოლო 

ძლიერი ბმულობის შემთხვევაში ( 1 ) : 

                      





















22222

1,2

2,1 ~~
11



DF
A .                                                          (1.21) 

ბმულობის შუალედური მნიშვნელობისათვის ( 2 ) ორი ბმული 

ნანომექანიკური რეზონატორის რხევები შესწავლილ იქნა ექსპერიმენტულად და 

რიცხვითი მეთოდების გამოყენებით შრომაში [14]. (1.20) ზოგადი ანალიზური  

გამოსახულებით მოცემული ამპლიტუდურ სიხშირული მახასიათებელი ჩაწერილია 

ბმულობის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის და რა თქმა უნდა მოიცავს  ბმულობის 

შუალედური მნიშვნელობის შესაბამის [14] ნაშრომში მოცემულ  ამპლიტუდურ 

სიხშირულ დამოკიდებულებასაც. (1.20) გამოსახულების ცვლილება არაწრფივობისა და 

მილევის გათვალისწინებით ადვილად შეიძლება განვახორციელოთ  (1.12) გარდაქმნის 

მეშვეობით. თუმცა უნდა ავღნიშნოთ, რომ ამ გზით მიიღებული გამოსახულების 

ანალიზური განხილვა  მეტად რთული ამოცანაა ამიტომ ჩვენ მოგვყავს აქ მხოლოდ 

ძლიერი ბმულობის( 1 )  ზღვრული შემთხვევის შესაბამისი ასიმპტოტური 

გამოსახულება:  

                 
    
























2

2

2

2

2

1

2

1

2

1,2

2,1 ~~~~

11



DF
A ,            (1.22) 

სადაც 2,1  და 2,1  განისაზღვრება  (1.19) გამოსახულების მეშვეობით. 

 როგორც (1.22) გამოსახულებიდან გამომდინარეობს, ძლიერი ბმულობის 

შემთხვევაში, მეორე ოსცილატორზე მომქმედი ძალა აღძრავს პირველი ოსცილატირის 

რხევით მოძრაობას და პირიქით, პიველ ოსცილარორზე მომქმედი ძალა აღძრავს მეორე 

ოსცილატორის რხევით მოძრაობას. 

 ამ შემთხვევაში ამპლიტუდურ-სიხშირული მახასიათებელი წარმოადგენს ორ 

სხვადასხვა სიმაღლის მქონე გადახრილ პიკს (იხილეთ ნახ.1.1). პირველი პიკის 

შეესაბამისი სიხშირეა    და უფრო მაღალია ვიდრე მეორე პიკი, რომელსაც 

შეესაბამება სიხშირე  


~~  (
 

~~ ). ასევე უნდა აღვნიშნოთ, რომ პირველი პიკი უფრო 

დახრილია ვიდრე მეორე პიკი, რადგან ადგილი აქვს თანაფარდობას 21   . 

ამპლიტუდურ სიხშირული მახასიათებლის არასტაბილური CD და IH  უბნები 

გამოყოფილია  წყვეტილი ხაზით. გარეშე ძალის   სიხშირის ზრდისას/კლებისას   

და 


~~ მახლობლად  დაიკვირვება ჰისტერეზისი BCED და GIKH [15,18]. ორი ბმული 

არაწრფივი ოსცილატორის ამპლიტუდურ-სიხშირული მახასიათებლის მსგავსი 

ჰისტერეზუსული მრუდი მიღებული იქნა რიცხვითი გამოთვლებით და შემდეგ 

დაკვირვებული ექსპერიმენტულად ზემოთ მოყვანილ [14] ნაშრომში ბმულობის 

შუალედური მნიშვნელობისათვის 2  (ზომიერი ბმულობისათვის). არაწრფივ 

უბანზე ასეთი სისტემა განსაკუთრებით მგძნობიარეა უმცირესი შეშფოთების მიმართაც 
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კი. ეს ფაქტი შეიძლება გამოყენებულ იქნას ოსცილატორის ამპლიტუდის 

გადამრთველის ფუნქციის შესრულებისათვის. C წერტილის მიღწევისას სისტემის 

რხევების ამპლიტუდის მრუდი ნახტომისებურად გადადის E წერტილში. მაშასადამე, 

მარტივი და ეფექტური ამპლიტუდის გადამრთველი მოწყობილობა შეიძლება 

განხორციელდეს ასეთი სისტემის გარეშე ველის მხოლოდ სიხშირის ცვლილების 

მეშვეობით. 

 ხაზი უნდა გაესვას იმ ფაქტს, რომ ასეთი გადამრთველის რეალიზებისთვის 

შეიძლება გამოყენებულ იქნას ამპლიტუდურ-სიხშირული მახასიათებლის მხოლოდ   

არასტაბილური უბანი (იხილეთ სიხშირის B – C და  G – I მონაკვეთები ნახ.1.1). 

ამრიგად, სისტემა შეიძლება გადავიდეს უფრო დაბალ მდგომარეობაში მანამ სანამ  ის 

მიღწევს არასტაბილური უბნის მაქსიმალურ C წერტილს. თუმცა იმის გამო, რომ  ასეთი 

ნახტომისებური გადასვლის დროს ამპლიტუდათა  სხვაობა მცირე სიდიდეა  მისი 

ექსპერიმენტული დამზერა გართულებულია. იმისათვის, რომ დავძლიოთ ეს 

პრობლემა საჭიროა გარეშე ძალის სიშირის ადიაბატური ცვლილება.  

                    
                 ნახ.1.1.   ორი ბმული ნანომექანიკური რეზონატორის ამპლიტუდურ-    

                   სიხშირული  მახასიათებელი პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობებისათვის 

                   21 FF  , 2,11 AA  , 81007,1  ჰც, 8102,1
~~  ჰც, 218

1 104,50 A ჰც, 

                   218

1 100,45 A , 5

21 100,2  ჰც, 13

2,1 106,81 FD მ/წმ2. 

                 

 

                

          

 

         1.5.  მოდების სიხშირეების არაწრფივი წანაცვლება და რელაქსაციური       

                            წევრების გავლენა. რეზონანსული შემთხვევა.  

                   
 დავუშვათ, რომ tF cos1 ჰარმონიული გარეშე ძალის სიხშირე ემთხვევა ერთ-

ერთი მოდის სიხშირეს და 02 F . ამ ამოცანის ამოსახსნელად ჩვენ გამოვიყენეთ კარგად 
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ცნობილი ნელადცვლადი ამპლიტუდების მეთოდი. (1.3) თანაფარდობისა და 

რეზონანსის პირობის გათვალისწინებით, შეგვიძლია ჩავწ ეროთ (1.1) განტოლებათა 

სისტემის ამონახსნები შემდეგი სახით : 

                       
1 1 1 2 1 2

1

2 1 1 2 1 2

( ) ( )sin ( )cos ( )sin( ( ))

( ) ( ( )sin ( )cos ( )sin( ( )).

x t A t t A t t B t t t

x t K A t t A t t KB t t t

   

   

   

    
                          (1.23) 

თუ გამივეყენებთ იმ მეთოდს, რომლითაც ვისარგებლეთ წინა თავში, მაშინ მივიღებთ 

შემდეგ განტოლებათა სისტემას ნელადცვლადი ამპლიტუდებისა და ფაზებისათვის: 

                                      

1 ( ) ( )1
1 12

1

( ) ( )2
2 22

1

( ) ( )

3 32
2

( ) ( )

4 42
2

1
( )

4 1

1
( )

4 1
,

1
( )

4 1

1 1
( )

4 1

r r

r r

r r

r r

dA
K P Q

dt

dA
KP Q

dt

dB
KP Q

dt

d
KP Q

B dt



 



 



 

 

 


  




   



   
 

  
                                                      (1.24) 

სადაც 

              

2 2

( )

1 2

0 0

2 2

( )

2 2

0 0

2 2

( )

3 2

0 0

2 2

( )

4 2

0 0

1
cos

2

1
sin

2

1
cos

2

1
sin

2

r

r

r

r

P M d d

P M d d

P M d d

P M d d

 

 

 

 

  


  


  


  










 

 

 

 
                

2 2

( )

1 2

0 0

2 2

( )

2 2

0 0

2 2

( )

3 2

0 0

2 2

( )

4 2

0 0

1
cos

2

1
sin

2

1
cos

2

1
sin

2

r

r

r

r

Q N d d

Q N d d

Q N d d

Q N d d

 

 

 

 

  


  


  


  










 

 

 

 
                              (1.25) 

 

                        2 ,t   
       ,t    

                          

                      

3

21

1

2

2211

1

222

)()(

3

211

11111

)()(

]sin)cossin([

]cos)sincos([),,(

cos)coscossin(

]cos)sincos([),,(









KBAAK

BAAKtxxNN

tFBAA

BAtxxMM

rr

rr















                   (1.26) 

თუ (1.27)  თანაფარდობას ჩავსვავთ (1.28) განტოლებათა სისტემაში და ვაინტეგრებთ, 

მაშინ მივიღებთ ნელადცვლადი ამპლიტუდებისა და ფაზის გამოსახულებებს ცხადი 

სახით. ძლიერი ბმულობის შემთხვევაში ეს გამოსახულებები მარტივდება და იღებს 

შემდეგ სახეს: 
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B
dt

dB

ABAAA
dt

dA

ABAAA
F

dt

dA
























1

22

2

2

12
2

2

23

2

2

11
1

)2(
8

3

)2(
8

3

4

                                                         (1.27)           

ამ განტოლებათა სისტემიდან ცხადი ხდება, რომ 
1 1cos( ), ( )F t     რეზონანსული 

გარეშე ძალის და  0    შემთხვევაში  ჩნდება   არასტაბილურობის მარტივი ფორმა 

(ე.წ. სეკულარული არასტაბილურობა), კერძოდ  რხევის ამპლიტუდის დროის მიხედვით 

წრფივი ზრდა  tFA )4/(1  .  

 გვინდა შევნიშნოთ, რომ (1.27) განტოლებათა სისტემის 1A , 2A  და B   

ამპლიტუდების პირველი სამი განტოლება არ არის დამოკიდებული მეოთხე    

ცვლადზე. მაშასადამე,  (1.27) განტოლებათა სისტემის პიველი სამი განტოლება შეიძლება 

იყოს ამოხსნილი დამოუკიდებლად.  

იმისათვის რათა ვიპივოთ ნელადცვლადი ამპლიტუდების სტაციონარული 

მნიშვნელობები გამოვიყენოთ ცვლადთა შემდეგი გარდაქმნა   და   პოლარ 

კოორდინატების მეშვეობით: 

                               1 cos ,A  
           2 sin ,A   

                                                                  (1.28) 

  შედეგად მივიღებთ : 

                   

cos
4

sin

4

,

NL

d F

dt

d F

dt

dB
B

dt


 

 






  


  


 
                                                                          (1.29)                                            

სადაც:                              )2(
8

3 2 BNL 


 


 . 

თუ (1.29) განტოლებათა სისტემის მარჯვენა მხარეს გავუტოლებთ ნულს, მივიღებთ 

ამპლიტუდების სტაციონარულ მნიშვნელობებს: 

                            0 0,B 
   0 0cos ,s  

   
3

0 0sin ,s r  
                                                           (1.30) 

სადაც   



4

F
s  , 








4

3
r  . იმისათვის რათა განვსაზღროთ 0  გამოვრიცხოთ (1.31) 

განტოლებათა სისტემიდან  ცვლადი 0 , შედეგად მივირებთ კუბურ განტოლებას 2

0x  

ცვლადის მიმართ : 

                                     0
2

2

2

3 
r

s

r

x
x                                                                                        (1.31) 

(1.31) განტოლება წარმოადგენს დაყვანილ კუბურ განტოლებას. ამ განტოლების 

ნამდვილი ფესვების რაოდენობა  დამოკიდებულია მისი დისკრიმინანტის ნიშანზე: 

                                       0
23

1
2

2

23

2




















r

s

r
D  ,                                                                     (1.32) 
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რომელიც ჩვენს შემთხვევაში დადებითია. ამრიგად (1.33) განტოლებას აქვს ნამდვილი 

ფესვები, რომელთა განსაზღვრა შეიძლება კარდანოს ფორმულის მეშვეობით. თუმცა 

უნდა ავღნიშნოთ, რომ მათი ზუსტი განსაზღვრა არა არის საჭირო სტაბილურობის 

პირობების დასადგენად, რაც იქნება ნაჩვენები შემდგომში.  

იმისათვის რათა განვსაზღვროთ სტაციონარული წერტილების სტაბილურობა 

უფრო ზუსტად უნდა მოვახდინოთ (1.29) განტოლებათა სისტემის გაწრფივება 

სტაციონარული წერტილების მახლობლობაში:   
00

)0(

1 cosA , 
00

)0(

2 sinA , 00 B . 

შედეგად მივიღებთ: 

                       

(0) (0) (0)2 (0)2

1 1 2 1 1 2 2

(0)2 (0)2 (0) (0)

2 2 1 1 1 2 2

(1 2 ) ( 3 )
,

( 3 ) (1 2 )

A rA A A r A A A

A r A A A rA A A

    

    

     


                                               (1.33) 
(1.28) გარდაქმნის გათვალისწინებით შეგვიძლია დავწეროთ: 

                         

1 11 1 12 2

2 21 1 22 2

,
A R A R A

A R A R A

  

  

  


                                                                                         (1.34) 
სადაც  

                         

2 2

0 0 0 0

2 2

0 0 0 0

(1 sin 2 ) (3 cos 2 )
.

(3 cos 2 ) (1 sin 2 )

r r
R

r r

     

     

   


  
                                                   (1.35) 

როგორც [16] ნაშრომშია ნაჩვენები, სტაბილურობის ტიპი განისაზღვრება შემდეგი სამი 

პარამეტრის მეშვეობით: 

                              2211 RRT  ,       21122211 RRRRd  ,        dT 42                                        (1.36)     

ჩვენს შემთხვევაში ეს სამი პარამეტრი ღებულობს შემდეგ მნიშვნელობებს: 

                            2 0,T      
2 2 4

0(1 8 ) 0,d r   
 

                           
2 2 2 2

04 32 0,T d r   
                                                                                       (1.37) 

რაც მიუთითებს სტაბილური ფოკუსის არსებობაზე. შევნიშნოთ, რომ (1.37) პირობა არ 

არის დამოკიდებული 



4

F
s ველის პარამეტრზე  და შესაბამისად ძალაშია  

),( 21 AA ამპლიტუდების ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის. 

 ამრიგად, სტაციონარული რეზონანსული რეჟიმის დროს, როცა გარეშე ძალის 

სიხშირე ემთხვევა ორი ძლიერად ბმული რეზონატორის მოდების ერთ-ერთ სიხშირეს, 

სტაციონარული წერტილები წარმოადგენენ სტაბილურ ფოკუსს.. მაშასადამე, ჩვენ 

შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ დისიპაცია იწვევს სეკულარული არასტაბილურობის 

რეჟიმის სტაბილიზაციას. 

 
              

                         1.6.  ენერგიის  გადანაწილება რეზონატორებს შორის  

 

ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ პრობლემას, რომელიც ეხება გარეშე 

ჰარმონიული ძალის მეშვეობით სისტემისათვის გადაცემული  ენერგიის 

გადანაწილებას რეზონატორებს შორის  2

2

2

1 / AA . დავუშვათ, რომ ჰარმონიული ძალა 

მოქმედებს მხოლოდ მეორე რეზონატორზე FF 2 და 01 F ,. მაშინ (1.10) 

გამოსახულების თანახმად, იძულებითი რხევების ამპლიტუდებისათვის მივიღებთ 

შემდეგ თანაფარდობას : 
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22

12

1

~ 



D

A

A
                                                                             (1.38) 

გავიხსენოთ, რომ  (1.10) გამოსახულების თანახმად 2,1A  ამპლიტუდებს გააჩნიათ 

ერთნაირი რეზონანსული მნიშვნელი. (1.38) გამოსახულებაში ისინი ერთმანეთს 

აბათილებენ და შედეგად  21 / AA ამპლიტუდების შეფარდებაში ისინი აღარ გვაქვს. 

მიუხედავად ამისა, როგორც ჩანს (1.38) გამოსახულებიდან  21 / AA ამპლიტუდების 

შეფარდებაში ჩნდება ახალი რეზონანსული მნიშვნელი პარციალურ სიხშირეებზე. 

თავიდან უგულებელყოთ მილევისა და არაწრფივობის შესაბამისი წევრები და 

დავუშვათ, რომ გარეშე ძალის სიხშირე თანხვდება რეზონატორების  ერთ-ერთ 

პარციალურ სიხშირეს. მაშინ , თუ დავუშვებთ, რომ FF 2 , 01 F  და 2
~ ,  

მივიღებთ: 

                                    
2~~ 2

2

2

12

1 







D

A

A
.                                                                   (1.39) 

ამრიგად, კავშირი A1 და A2  ამპლიტუდებს შორის არის წრფივი და ხდება ენერგიის 















4

2
 ნაწილის გადაცემა მეორე რეზონატორიდან პირველ რეზონატორზე. 

მილევისა და არაწრფივობის გათვალისწინება ხდება ზემოთ აღწერილი 

მეთოდის მიხედვით:       

                                    
  222

11

22

1 ~2

1
~

1

 


 A

 , 
14

3




   ,                                     (1.40) 

დავუშვათ, რომ    

                           21 ,   21  ,  012    .  

რეზონანსული მნიშვნელი (1.40) გამოსახულების მნიშვნელოვანი მახასიათებელია. 

როცა 1A  ამპლიტუდა იცვლება რეზონანსის პირობა რჩება უცვლელი (1.40) 

ფორმულაში. 

 თუ გავითვალისწინებთ (1.40) გამოსახულებას, (1.38) ფორმულა შემდეგ სახეს 

მიიღებს: 

                           
  22

 


x

f

y

x
 ,                                                                              (1.41) 

  სადაც       2

1Ax   ,   2

2Ay   ,   
2

1

2

~4

D
f  , 

მაშასადამე, )(xYy   ფუნქიის ნაცვლად შეიძლება შევისწავლოთ შემდეგი ცხდი 

ფუნქცია : 

                   0),( 22
 fyyxxyxF                                                                   (1.42)   

თუ  dxdy /  წარმოებულს გავუტოლებთ ნულს, მაშინ მოვძებნით )(xYy   ფუნქიის 

ექსტრემუმის წერტილებს: 

                                  043
/

/ 22221   yxxf
dydF

dxdF

dx

dy
   ,                                       (1.43)       

და ექსტრემუმის წერტილები  იქნება: 
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





















2

22

2,1
4

3
11

3

2 y
x


 .                                                                    (1.44) 

თუ განვიხილავთ ზღვრულ შემთხვევას   , მაშინ გვექნება ორი ნამდვილი ფესვი: 

                          



1x  ,      

3
2


x ,   .                                                                                     (1.45) 

განვსაღროთ მეორე რიგის წარმოებულის ნიშნები: 

                  0
2

1

2

2







fdx

yd

xx


 ,     0

2

2

2

2







fdx

yd

xx


 ,                                                         (1.46)     

მაშასადამე,     )(xYy   ფუნქიას გააჩნია მაქსიმუმი 2xx   წერტილში და მინიმუმი  1xx   

წერტილში.     )(xYy  მრუდი ხასიათდება ორი ასიმპტოტით. პირველი მათგანი, 

რომელიც შეესაბამება x  და y მცირე  მნიშვნელობებს, წარმოადგენს წრფივ ფუნქციას 

   xxfy 22 /4/  . ხოლო მეორე,  რომელიც შეესაბამება x  და y  დიდ  

მნიშვნელობებს, წარმოადგენს კუბურ ფუნქციას   32 / xfy  .  მიღებული შედეგების 

გათვალისწინებით შეიძლება აგებულ იქნას რეზონატორებს შორის ენერგიის 

განაწილების ფუნქციის მრუდი (იხილეთ ნახ.1.2). 

 

                                       
                 ნახ.1.2 ენერგიის განაწილება რეზონატორებს შორის და მისი ასიმპტოტები     

                  პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობისათვის  201051.0  ჰც/მ,   

                  81017.0  ჰც , 5100.2   ჰც, 101064.1 f ჰც2.   

 

 ამრიგად მიღებული შედეგებიდან ნათელი ხდება, რომ ანჰარმონიული წევრის 

გათვალისწინება მნიშვნელოვნად ცვლის რეზონატორებს შორის ენერგიის განაწილების 

სურათს. აღმოჩნდა, რომ მეორე რეზონატორიდან 
2F F ,  პირველი რეზონატორისათვის 

1 0F   გადაცემული ენერგია დამოკიდებულია მეორე რეზონატორის რხევის 

ამპლიტუდაზე. რხევის მცირე ამპლიტუდებისათვის ენერგიის განაწილებას აქვს წრფივი 
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ხასიათი 2 2

1 2
4

A A


 , და ენერგიის გადაცემის სისწრაფე განისაზღვრება   ბმულობის 

კოეფიციენტის მნიშვნელობით. რხევის ამპლიტუდის ზრდის გამო აღნიშნული წრფივი 

კანონი იცვლება არაწრფივი დამოკიდებულებით 

3/1

2

22

2
2

1
9

4








 A

D
A


. მაშასადამე, 

შეგვიძლია დავასკვნათ, რომ  რხევების ანჰარმონიულობა ამცირებს ენერგიის გადაცემის 

სიჩქარეს. 

 

 
             

 

 1.7. დასკვნა  

 

წინამდებარე ნაშრომის ამ თავის მიზანი იყო დაგვეწერა ორი ბმული ნანო 

ელექტრომექანიკური რეზონატორის რხევითი დინამიკის აღმწერი განტოლებები, 

რომელიც სამართლიანი იქნებოდა ბმულობის ნებიმიერი მნიშვნელობისათვის. 

დასახული ამოცანის გასაწყვეტად, ჩვენ შევისწავლეთ ორი ბმული 

ნანოელექტრომექანიკური რეზონატორის დინამიკა, როდესაც რხევები ამ  

რეზონატორებში აღიძვრება გარეშე ძალის მეშვეობით. ჩვენ მივიღეთ ანალიზური 

გამოსახულებები ბმული არაწრფივი რეზონატორების ამპლიტუდურ-სიხშირული 

მახასიათებლისათვის, რომლებიც სამართლიანია ბმულობის ნებისმიერი 

მნიშვნელობისათვის და ზომიერი  ბმულობის შემთხვევაში ეთანადება ადრე მიღებულ 

შედეგებს [14]. ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ ამპლიტუდურ-სიხშირული მახასიათებელი 

წარმოადგენს ორ დახრილ პიკს, რომლებიც დაცილებულნი არიან ერთმანეთისაგან 2D 

ტოლი მანძილით. თუ გარეშე ძალის  სიხშირეს ვზრდით ან ვამცირებთ,მაშინ  რხევის 

ამპლიტუდის ცვლილება  ორი ჰისტერეზისული მრუდის მეშვეობით აღიწერება. ეს 

მრუდები შეიცავენ არასტაბიულურ უბნებს, რომელთა მიდამოში გარეშე ძალის 

სიხშირის ცვლილებას თან სდევს რხევის ამპლიტუდის მყისიერი და ნახტომისებური 

ცვლილება. რაც იძლევა საშუალებას, რომ სწრაფად ვცვალოთ რეზონატორებს შორის 

ენერგიის გადაცემის რეჟიმი. ჩვენ ასევე გნვიხილეთ აღნიშნულ  სისტემაში 

ოსცილატორებს შორის ენერგიის გადანაწილების პროცესი . გავაანალიზეთ რა რხევის 

დინამიკის სტაბილური და არასტაბილური უბნები, ძირითადი აქცენტი გავამახვილეთ 

არაწრფივ უბანზე. ჩვენ დავადგინეთ, რომ რხევების მცირე ამპლიტუდებისათვის, 

ენერგიის გადაცემას რეზონატორებს შორის აქვს წრფივი ხასიათი 2 2

1 2
4

A A


  და 

ენერგიის გადაცემის სიჩქარე განისაზღვრება ბმულობის კოეფიციენტით. როცა რხევის 

ამპლიტუდა იზრდება, მაშინ ენერგიის გადაცემა ღებულობს არაწრფივ ხასიათს  
3/1

2

22

2
2

1
9

4








 A

D
A


და ენერგიის გადაცემის სიჩქარე მცირდება. ენერგიის გადაცემის 

სიჩქარის ცვლილება გარეშე ძალის სიხშირის ცვლილების მეშვეობით არის ადვილად 

განსახორციელებელი და დამზერადი ექსპერიმენტულად. მიღებული  შედეგები 

შეიძლება გამოყენებულ იქნას ნანოელექტრომექანიკური რეზონატორის ბაზაზე მეტად 

მგრძნობიარე გადამრთველის შესაქმნელად.         
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თავი II. ატომი – ველი სისტემის კლასიკური მოდელის კვანტური   

                                          შესწორება 

 

                                          2.1. შესავალი. ამოცანის დასმა. 

არაწრფივად მერხევი სისტემა ცვლადებში ქმედება –კუთხე ხასიათდება რხევის 

სიხშირის დამოკიდებულებით ქმედებაზე )(I . გარეშე პერიოდული ველის 

ზემოქმედების შედეგად სისტემაში შეიძლება დამყარდეს სტაციონარული არაწრფივი 

რეზონანსის რეჟიმი. 

 იმის მიხედვით, თუ როგორია არაწრფივობის ხარისხი და ამოცანის სხვა 

პარამეტრები, რეზონანსის მოვლენას არაწრფივად მერხევ სისტემებში, შეიძლება 

ჰქონდეს თვისობრივად განსხვავებული ფორმა. არაწრფივობის ხარისხი, ცვლადებში 

ქმედება-კუთხე, შეიძლება განსაზღვრულ იქნას  არაწრფივი სიხშირის წარმოებულით 

ქმედებით I : dIId /)(  , რომელიც წარმოადგენს სისტემის მიერ რეზონანსული 

მდგომარეობის დატოვების სიჩქარის სიდიდეს. ცნობილია შემდეგი ტიპის 

რეზონანსები, რომლებიც ხასიათდებიან : 1) არაწრფივი სიხშირის ცვლილების 

სიდიდის მცირე  მნიშვნელობით  ~  სადაც   ატომის ველთან ურთიერთქმედების 

მცირე პარამეტრია. ამ შემთხვევაში რეზონანსული სიხშირე „გაცოცდება“ 

რეზონანსული მნიშვნელობიდან ცვლადი ველის შემდეგი ჰარმონიკის მნიშვნელობაზე 

[19] (თუ რა თქმა უნდა არსებობს ასეთი ჰარმონიკა); 2) არაწრფივი სიხშირის 

ცვლილების სიდიდის დიდი მნიშვნელობით (მაგრამ არც ისე დიდით, რომ 

ექსპერიმენტის განმავლობაში სისტემამ მიაღწოის უახლოეს მეზობელ ჰარმონიკას)  

  . ამ შემთხვევაში სისტემა „ჩაჭერილია“ რეზონანსის მახლობელ მდგომარეობაში 

[20]. რეზონანსული სიხშირის ცვლილება, განპირობებული I  ქმედების ცვლილებით, 

ნელდება როცა ქმედების მნიშვნელობა ახლოსაა ქმედების იმ 0I მნიშვნელობასთან 

რომლიც აკმაყოფილებს რეზონანსის პირობას: )( 0I ; რხევის აღნიშნულ მოდას 

უწოდებენ სტაციონარულ რეზონანსულ მოდას; 3)  /1 , რეზონანსიდან „გაქცევის“ 

სიჩქარე იმდენად დიდია, რომ სიტემა ვერ ჩერდება რეზონანსულ რეჟიმში ნებისმიერი 

ჰარმონიკისათვის  და ადგილი აქვს ქაოსურ დინამიკას [20]. წინამდებარე ნაშრომის ამ 

თავში ჩვენ საქმე გვექნება მხოლოდ მეორე ტიპის რეზონანსულ მოვლენასთან. 

 როგორც ცნობილია, არაწრფივად მერხევ სისტემებში სტაციონარული 

რეზონანსის რეჟიმი ხორციელდება სისტემის I  ქმედების იმ მნიშვნელობისათვის, 

რომელიც აკმაყოფილებს რეზონანსის პირობას 0)( 00  INL  . აქ  0 -საკუთარი 

სიხშირეა,   - გარეშე ძალის სიხშირე, ( )NL I  -  სიხშირის არაწრფივი შესწორებაა, 

რომელიც წარმოადგენს ქმედების ფუნციას. რეზონანსული მნიშველობის  0II   

შემდეგი, უფრო მაგალი რიგის შესწორების გამოთვლის მეთოდები განხილულია 

მონოგრაფიაში [20]. ამ მეთოდების გამოყენებით მოძრაობის კლასიკური განტოლებების 

მეშვეობით შეიძლება გამოთვლილ იქნას როგორც სტაციონარული ასევე 

არასტაციონარული შესწორებები შეშფოთების თეორიის ნულოვანი რიგის 

მახასიათებლებისათვის. 
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 თუ ატომში, რომელიც განიცდის გარეშე ელექტრომაგნიტური ველის 

ზემოქმედებას ელექტრონის მოძრაობა აღიწერება არაწრფივი ოსცილტორის მოდელის 

მეშვეობით, მაშინ შესაძლებელია ორი განსხვავებული შემთხვევა  0I  ქმედების  

მნიშვნელობიდან გამომდინარე : 1) NI 0   , სადაც N    დიდი რიცხვია,   კი პლანკის 

მუდმივა. ამ შემთხვევაში  
0I   კლასიკური სიდიდეა, ხოლო მისი შესწორება შეძლება 

იყოს როგორც კლასიკური ასევე კვანტური სიდიდე. 2) nI 0 ,  სადაც 1n   (მაგრამ 

არ არის დიდი რიცხვი). ამ შემთხვევაში I  შესწორება შეიძლება იყოს მხოლოდ    

პლანკის მუდმივის რიგის (მაგალითად 4

0 10I , 10I . ამ შემთხვევაში   0I  ისევ 

კლასიკური სიდიდეა, ხოლო   I  შესწორება შეძლება იყოს მხოლოდ კვანტური 

სიდიდე. ორივე ეს შემთხვევა შეიძლება განხორციელდეს პრაქტიკულად.. თუმცა ჩვენ 

განვიხილავთ მხოლოდ მეორე შემთხვევას. ცხადია რომ ამ შემთხვევაში   I  

შესწორების გამოსათვლელად უნდა ვისარგებლოთ კვანტური მოძრაობის 

განტოლებებით. 

ჩვენი ინფორმაციით, აღნიშნული შემთხვევა დღეისათვის არ არის შესწავლილი. 

მეტიც, თუ აღნიშნული შემთხვევა არის ფიზიკურად შესაძლებელი მაშინ აზრი აქვს მის 

განხილვასაც. აღნიშნული მოვლენის შესწავლა იმითიცაა განპირობებული, რომ 

სტაციონარულ რეზონანსულ რეჟიმში, შესაძლებელია 0I  ქმედების მნიშვნელობის 

ცვლილება და მისი მნიშვნელობის შემცირება სასურველ სიდიდემდე. როდესაც 

ვპოულობთ  0I  ქმედების რეზონანსულ მნიშვნელობას, არაწრფივი რეზონანსის 

განხილვა ამ შემთხვევაში ხორციელდება კლასიკური ფიზიკის მოძრაობის 

განტოლებებით, ხოლო  მისი შესწორების არაწრფივი რეზონანსის კვანტური თეორიის 

თანახმად. ამით აიხსნება წინამდებარე ნაშრომის სათაურიც, რომელიც შეიძლება ასეც 

იყოს ფორმულირებული – არაწრფივი რეზონანსის კვაზიკვანტური თეორია. 

 ქვემოთ ჩვენ ვნახავთ, რომ წარმოქმნილი კვანტური მდგომარეობა წარმოადგენს   


I  შესწორების ოპერატორის საკუთარ მდგომარეობას, რომელიც არ კომუტირებს 

ენერგიის ოპრეტორთან და მაშასადამე წარმოადგენს ჰამოლტონიანის საკუთარი 

ფუნქციების სუპერპოზიციას. კერძოდ, აღნიშნული მდგომარეობა, რომელიც  

ფორმირდება ამგვარი სუპერპოზიციის შედეგად  შესაძლებელია რომ აღმოჩნდეს 

ინვერსიულად დასახლებული. ამრიგად, ოპტიკური დიაპაზონის იმპულსური 

დატუმბვის შედეგად შესაძლებელია მიღებულ იქნას ენერგეტიკული დონეების 

ინვერსიული დასახლება მიკროტალღურ დიაპაზონში. წინამდებარე ნაშრომის ამ თავის 

მიზანს წარმოადგენს ამ დროს წარმოქმნილი ენერგეტიკულ დონეთა დასახლებების  

ალბათობების გამოთვლა. 

 

 

             

 

                 2.2. ატომის ანჰარმონიული ოსცილატორის მოდელი და სტაცინარული   

                                        რეზონანსის რეჟიმი ნულოვან მიახლოებაში  

ატომის ანჰარმონიული ოსცილატორის მოდელში გარეშე ელექტრო მაგნიტური 

ველის ზემოქმედების ქვეშ მყოფი ატომის ოპტიკური ელექტრონის  ჰამილტონის 

ფუნქცია ჩაიწერება შემდეგი სახით : 
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სადაც  ),(0 pxH - ჰარმონიული ოსცილატორის ენერგიაა, )(xHNL  - ენერგიის არაწრფივი 

შესწორება, ),( txV - გარეშე ელექტრომაგნიტურ ველთან ოპტიკური ელექტრონის 

ურთიერთქმედების ენერგია, e  და m– ელექტრონის მუხტი და მასა,     და  - 

არაწრფივობის კოეფიციენტები, p  და x  –ელექტრინის იმპულსი და კოორდინატი, 0 -

ელექტრონის საკუთარი სიხშირე, )()( tAt  - იმპულსურად მოდულირებული 

ელექტრული ველის დაძაბულობა,  )(t  - მოდულაციის პერიოდული ფუნქციაა,     

და 0A  - ელექტრომაგნიტური ველის სიხშირე და ამპლიტუდაა,   - იმპულსის 

ხანგრძლივობა, T  - იმპულსების პერიოდი (ნახ.2.1). ჩვენ დავუშვით, რომ    და  0  - 

ოპტიკური დიაპაზონის სიხშირეებია ( 1510  წმ-1), იმპულსის ხანგრძლივობა პიკოწამის 

რიგისაა ( 1210 წმ-1.), იმპულსების პერიოდი T  –ნანოწამის რიგისაა ( 910 წმ-1). ასე რომ 

შესრულებულია შემდეგი პირობა T )/2(),/2( 0 .  ზემოთმოყვანილი 

სიდიდეების მნიშვნელობები წარმოდგენენ Nd-მინის ლაზერის პარამეტრებს, რომელიც 

მუშაობს მოდების ბლოკირების რეჟიმში [21]. ოპტიკური იმპულსების სერიაში 

დაცულია შემდეგი „დროითი იერარქია“ -   T /2 . უნდა ვივარაუდოთ, რომ 

სისტემის დინამიკის არწერა მოხდება დაახლოებით ერთნაირ დროის მაშტაბში. ჩვენ 

ვართ დაინტერესებულები  ამ მაშტაბის ფარგლებში ყველაზე ნელად მიმდინარე 

პროცესის შესწავლით. იმისათვის რათა მივიღოთ ასეთი ნელი პროცესი უნდა 

განვახორციელოთ აღნიშნული სისტემის ორჯერ გასაშუალოება დროის მიხედვით. 

უფრო ზუსტად, რომ ვთქვათ, უკანასკნელ ეტაპზე მივიღებთ ისეთ მდგომარეობას, 

რომელიც განისაზღვრება  ქმედების ფიქსირებული მნიშვნელობით. 

 ატომი-ველი სისტემის განხილვა არაწრფივი ოსცილატორული მოდელის 

მეშვეობით(ფარგლებში) აღნიშნული სისტემის საკმაოდ გამარტივებული წარმოდგენაა. 

თუმცა უნდა შევნიშნოთ, რომ საკმაოდ გავრცელებული და ეფქტური მიდგომაა 

განსაკუთრებით არაწრფივ ოპტიკაში [22,23]. აღნიშნული მიდგომა საშუალება იძლევა 

გამოთვლილ იქნას ბევრი ექპერიმეტალურად გაზომვადი სიდიდე. 

 

                                                            
                                      ნახ. 2.1. იმპულსების პერიოდული სერია )1/( T . 
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შემდეგი გარდაქმნის მეშვეობით: 

                                


cos
2

0m

I
x  ,       sinIm2 0p ,                                                  (2.2) 

(2.1) ჰამილტონიანში გადავიდეთ ახალ ცვლადებზე ქმედება – კუთხე ),(),( Ipx  . აქ 

I  ქმედებაა შეუშფოთებელი ამოცანისათვის ( 0 ). თუ მოვახდენთ (2.1) 

ჰამილტონიანის გასაშუალებას სწრაფი    ფაზით, შემოვიტანთ ახალ ნელ ფაზას  

t   და არარეზონანსული წევრებს უგულებელყოფთ  0)cos( 


 t , 









dtftf 

2

0

),(
2

1
),( შედეგად მივიღებთ: 

                                      ),,()(0 tIVIHH NL  , 

სადაც 

                            )()( 00 IHHIH NL

NL  , 

                                 IH 00   ,     IIIH NLNL )()(   , 

                                 I
m

INL 2

0
4

3
)(




  ,     cos)()(

2

1
),,(  tIVtIV   , 

                                  0

0

2
)( V

m

I
IV


 ,      00 eAV                                                                    (2.3) 

ჩავწეროთ მოძრაობის განტოლებები გასაშუალოებული (2.3) ჰამილტონიანის 

მეშვეობით :  

                                      










),,( tIV
I  , 

                                      
I

tIV
I






),,(
)(


  ,                                                                           (2.4) 

სადაც 

 .                                   )()( 0 II NL   ,    ,                                                                     (2.5) 

ელექტრონის რხევების მილევა შესაძლებელია გათვალისწინებულ იქნას შემდეგი 

გარდაქმნის მეშვეობით გამოთვლების ბოლო ეტაპზე [1]: 0 0 0
i    . მოდულაციის   

( )t  პერიოდული ფუნციის ფურიე მწკრივად გაშლის შედეგად , ურთიერთქმედების 

ენერგია შეიძლება წარმოდგენილ იქნას შემდეგი სახით (ნახ.2. 2): 

                                    



}/{

}/{

coscos)(),,(





T

Tk

tkIUtIV  ,                                                          (2.6)                                                      

სადაც { /T } ,  /T  შეფარდების მთელი  ნაწილია, 

                                    
0

0

2
)(

2

1
)( U

m

I
IV

T
IU




  , 00

2

1
eA

T
U


  ,                                          (2.7)     
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                     ნახ.2.2  მოდულაციის ფუქციის სიხშირული სპექტრი შესდგება   

                      ჰარმონიკებისაგან რომლებიც დაცილებულნი არიან ერთმანეთისაგან   

                       სიდიდით  2 T   . 

 

გარდამავალი პროცესის დასრულების შემდეგ, ქმედება I   ჩერდება (“ჩაიჭირება”) ერთ 

გარკვეულ მნიშვნელონბაზე  kI , რომელიც აკმაყოფილებს რეზონანსის პირობას:  

                                                      kI k )(                                                                     

რომელიც სამართლიანია ურთიერთქმედების (2.6) სპექტრის k -ური ჰარმონიკისათვის.: 

                                                    









k
I k

0 ,                                                                 (2.8) 

რეზონანსის მესამე ტიპი, “ჩაჭერის“  საპირისპირო პროცესი(რეზონანსების 

გადაფარვა), რომელიც განაპირობებს ქაოსურ დინამიკას, განხილულია შრომებში 

[20,23]. 

 საჭიროა აღინიშნოს, რომ განხილული მდგომარეობა ხასიათდება kI  ქმედების 

კონკრეტული მნიშვნელობით. შემდგომში ქმედების ამ მნიშვნელობის შესწორება 

kk III     განხილულ უნდა იქნეს, მისი სიმცირის გამო, როგორც კვანტური სიდიდე. 

ამიტომ განხილული მდგომარეობა წარმოადგენს 


 kI   შესწორების ოპერატორის 

საკუთარ მნიშვნელობას. 

 შევადგინოთ კიდევ ერთხელ ნელი ფაზა  tkk  , მოვახდინოთ 

გასაშუალება სწრაფი    ფაზით, არარეზონანსული წევრების უგულებელყოფის   

 0)cos( 


 tk  შედეგად მივიღებთ, რომ ურთიერთქმედების ენერგია:  

                                               kk IUtIV 


cos
2

1
),.,(   ,                                                            (2.9) 

შედეგად ვღებულობთ მოძრაობის შემდეგ განტოლებებს: 

                                         


sin
2

IUI   , 

                                      


 cos
2

)(
dt

dU
kI   ,                                                                (2.10)                                                                       

სადაც   I  და     აღებულია kI  და k     სიდიდეების მახლობლობაში. (2.10) 

განტოლებათა სისტემის მიღების დროს, ჩავთვალეთ, რომ (2.8) რეზონანსის პირობა 

ძალაშია დროის ხანგრძლივი პერიოდის განმავლობაში. ქმედების წანაცვლება  

kk III  , რომელიც განისაზღვრება (2.10) განტოლებათა სისტემის მეშვეობით, 

იმდენად მცირე სიდიდეა, რომ არ არის საკმარისი, იმისათვის რათა შეცვლილმა 

არაწრფივმა სიხშირემ   t  მიაღწიოს  ურთიერთქმედების სპექტრის მეზობელ 

ჰარმონიკას. შემდგომში ჩვენ აღარ მივუწერთ ჰარმინიკის  მაჩვენებელ k  ინდექსს 
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შესაბამის ფორმულებში და ჩავთვლით, რომ რეზონანსის პირობა 0II    სრულდება 

ერთ-ერთ ჰარმონიკაზე. დავუშვათ, რომ II    . მაშინ   I  და  IU   ფუნქციების 

კონკრეტული ფორმისაგან დამოუკიდებლად, ზომიერი არაწრფივობის მიახლოებაში 

 /1  , სადაც 
dI

dI 


    , არსებობს შენახვადი ჰამილტონიანი [20]: 

                                     
 

 cos)(
2

1

2

2

IU
I

HU 


  ,        
dI

d
                                         (2.11) 

რომელიც წარმოშობს (2.10) სისტემის ექვივალენტურ განტოლებათა სისტემას. აქ 

შევნიშნოთ, რომ (2.11) ჰამილტონიანი ექვივალენტურია არაწრფივი ქანქარას 

ჰამილტონიანის, თუ გავითვალისწინებთ, რომ I  იმპულსის როლში გვევლინება, 

ხოლო /1   მასის.  

  UH   ჰამილტონიანს უწოდებენ უნივერსალურ ჰამილტონიანს. ზომიერი 

არაწრფივობის მიახლოებაში, ქმედების მცირე შესწორებები შეიძლება გამოთვლილ 

იქნას ჰამილტონის შესაბამისი განტოლებებით: 

                                         



 UH

I  ,                
 I
HU




  . .                                              (2.12) 

 (2.12) განტოლებათა კლასიკური სისტემის ამონახსნები და დეტალური ანალიზი 

მოცემულია ნაშრომში [20,24]. 

 

                 2.3.   არაწრფივობის კოეფიციენტის რიცხვითი მნიშვნელობის გამოთვლა 

 ამ პარაგრაფში, ჩვენ განვიხილავთ ქმედების სიდიდის მცირე, მაგრამ კლასიკური 

მნიშვნელობის მიღწევის შესაძლებლობას. ატომის განხილვისას ისევ ვსარგებლობთ 

ანჰარმონიული ოსცილატორის მოდელით, რომელიც ფართოდ გამოიყენება არაწრფივ 

ოპტიკაში [22,23]. 

 როგორც ცნობილია, ელექრონების რხევების ანჰარმონიზმი, რომელიც 

წარმოადგენს გარდატეხის მაჩვენებლის არაწრფივობის მიზეზს, მეტად 

მნიშვნელოვანია მყარი სხეულებისა და სითხეების განხილვის დროს. ისეთ 

ნივთიერებებში მაგალითად როგირიცაა  ისლანდიური შპატი და ზოგიერთი 

იზოტროპული კრისტალი ( NaClLiF , ). 

 ოპტიკური დიაპაზონის ძლიერი მონოქრომატული ელექტრომაგნიტური ველი 

გავლენას ახდენს მოლეკულის (ატომის)    პოლარიზებაზე. ამასთან მისი ცვლილება 

დამოკიდებულია მოქმედი ოპტიკური ელექტრომაგნიტური ველის ამპლიტუდის 

კვადრატზე:                      

                              2

20 A   , 

                                         
22

0

2

0

1







m

e
,        

322

0

2

02
)(

1

4

3















m

e
 ,                     (2.13) 

სადაც A  არის ძლიერი ოპტიკური ველის ამპლიტუდა. აქ ჩვენ ვიყენებთ არაწრფივი 

ოსცილატორის იძულებითი რხევების განტოლების ამონახსნებს, რომელიც მოცემულია 

ნაშრომში [19]. კავშირი n  გარდატეხის მაჩვენებელსა და პოლარიზებას შორის მყარდება 

შემდეგი ფორმულის მეშვეობით: 
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0

0

2

0
2n

n
nnnn


  , 

სადაც 

                                      0

0

2

0 1 


N
n  ,     2

0

2 


N
n  ,     2

2 Ann  , 

12

0 108,8  კ2.ნ2 – ელექტრული მუდმივაა, 0n  - გარდატეხის მაჩვენებლის წრფივი 

ნაწილია,  0fNN  , f  - ოსცილატირის ძალაა, 0N  - მოლეკულების კონცენტრაციაა,  n - 

გარდატეხის მაჩვენებლის არაწრფივი შესწორება.  

      კოეფიციენტის რიცხვითი მნიშვნელობის განსაზღვრისათვის შეგვიძლია 

ვისარგებლოთ სხივის თვითფოკუსირების ექპერიმენტული მონაცემებით [23]. როგორც 

ცნობილია სხივის თვითფოკუსირების დამზრისათვის საჭიროა შემდეგი პირობის 

შესრულება: 5

0 10~/  nn . ამის გათვალისწინებით, თუ დავუშვებთ, რომ მთავარ 

რეზონანზს აქვს ადგილი საკუთარ სიხშირეზე 15

0 10   წმ-1, წანაცვლება 12

0 10  

წმ-1 და  28

0 10N მ-3, 1,0f  , 31101,9 m კგ,  5

0 105,0 A ვ/მ, მაშინ (2.13) და (2.14) 

განტოლებების გათვალისწინებით მივიღებთ  42104  მ-2წმ-2. ხოლო    (2.11) 

არაწრფივი სიხშირის წარმოებული ქმედებით 43105,2    ჯ-1წმ-2.  

დავუბრუნდეთ ისევ ქმედების რიცხვითი მნიშვნელობის შეფასების საკითხს. 

რეზონანსის (2.3), (2.5) და (2.8) რეზონანსის პირობიდან ჰარმონიკებზე შეძლება 

განვსაზღროთ ქმედების რიცხვითი მნიშვნელობა “ჩაჭერის” დროს : 

                                             .   30
10









I .                                                                    (2.15) 

ამრიგად,  სტაციონარული რეზონანსული რეჟიმი ფორმირდება ქმედების 

შემდეგი კლასიკური რიცხვითი მნიშვნელობისათვის 3

0 10~I , რომელიც შეიძლება 

ჩაითვალოს კლასიკურ სიდიდედ. თუმცა ეს არც ისეთი დიდი მნიშვნელობაა რომ მისი 

შესწორება  II   ასევე ჩაითვალოს კლასიკურ სიდიდედ. ამიტომ I  შესწორების 

დინამიკის შესასწავლად უნდა მოვიხმოთ კვანტური მოძრაობის განტოლებები. 

  

                  2.4. ქმედების რეზონანსული მნიშვნელობის კვანტური შესწორება 

  ამრიგად, სტაციონარული რეზონანსული რეჟიმის შემთხვევაში ფორმირდება 

მდგომარეობა , რომელშიც  I  ქმედებას აქვს განსაზღვრული მნიშვნელობა, რომელიც 

წარმოადგენს კლასიკურ სიდიდეს. ხოლო მისი შესწორება შეიძლება იყოს როგორც 

კლასიკური ასევე კვანტური სიდიდე. პირველ შემთხვევაში ზომიერი არაწრფივობის 

მიახლოებაში ქმედბის დინამიკა აღიწერება (2.14) უნივერსალური ჰამილტონიანით 

UH , ხოლო მეორე შემთხვევაში – მისი კვანტური ანალოგით, რომელიც მიიღება  I -ს 

შეცვლით შესაბამისი ოპერატორით  
d

d
i  . ამ ცვლილების შედეგად მიიღება შემდეგი 

სახის ჰამილტონის ოპრეტორი: 

                                                 


 cos)(
2

2
2 IU

d

d
H 


  .                                                   (2.16) 

შევნიშნოთ, რომ (2.16) ჰამილტონიანით აღიწერება დაბალი სიხშირის ( 910~ წმ-1) 

არაწრფივი ოსცილატორის კომპლექსური დინამიკა, რომელიც ზემოთ აღნიშნული 
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პირობების გთვალისწინებით უნდა იქნას მიჩნეული კვანტურ სიდიდედ. (2.16) 

ჰამილტონიანის შესაბამის სტაციონარული შრედინგერის განტოლებას აქვს შემდეგი 

სახე: 

                                            nnn
n EIU

d

d





  cos)(

2

2

2                                               (2.17) 

სადაც  n   და  nE  - (2.16) ენერგიის ოპრეტორის საკუთარი ფუნქცია და საკუთარი 

მნიშვნელობებია. (2.17) განტოლებას ზოგჯერ უწოდებენ ქანქარის განტოლებასაც. 

 უპირველეს ყოვლისა შევნიშნოთ, რომ სტაციონარული რეზონანსის რეჟიმის 

დროს არაწრფივი სიხშირე აკმაყოფილებს უტოლობას : 0  . ამასთან რაც მეტია    

მით მეტია არაწრფივობა. არაწრფივობის სიხშირული კვანტი NL , როგორც 

არაწრფივობის მინიმალური “პორცია” იქნება ტოლი  



  

2

0
4

3

m
NL . 

ანალოგიურად, არაწრფივობის ენერგეტიკული კვანტი ტოლი იქნება   2NL
 [25,26]. 

 შევნიშნოთ, რომ (2.17) განტოლება წარმოდგენს მყარი როტატორის განტოლებას, 

რომლის ინერციის მომენტია 1    და რომელიც მოთავსებულია პერიოდულ ველში 

 cos)(),( IUIU   . 

  თუ (2.17) განტოლებაში მოვახდენთ ცვლილებას  2    და შემოვიტანთ 

უგანზომილები პარამეტრებს  NLE  /   და  NLIUIl 2/)()(      შედეგად მივიღებთ: 

                                              02cos2 02

2

 



l

d

d
    ,                                                       (2.18) 

სადაც  00 )( lIl   . ეს გახლავთ მათიე შრედინგერის განტოლება. შევაფასოთ აღნიშნულ 

(2.18) განტოლებაში შემავალი პარამეტრები. ჩვენს მიერ განხილული ოპტიკური 

იმპულსების სერიისათვის პარამეტრებს აქვთ შემდეგი რიცხვითი მნიშვნელობა  
5

0 105,0 A ვ/მ, 310/ T , 24

00 10)(  IUU ჯ. არაწრფივობის ენერგეტიკული და 

სიხშირული კვანტებისათვის კი მივიღებთ შემდეგ მნიშვნელობებს 2510NL ჯ და  
910NL წმ-1. მაშინ (2.18) განტოლებაში შემავალი პარამეტრისათვის გვექნება შემდეგი 

მნიშვნელობა   2000  Ill . ნათელია, რომ ეს მნიშვნელობა ეხება ერთ კონკრეტულ 

შემთხვევას. პრაქტიკაში შესაძლებელია ადგილი ჰქონდეს ისეთ შემთხევას, როცა ამ 

პარამეტრის მნიშვნელობა იქნება უფრო მეტი. უფრო დიდი მნიშვნელობის შემთხვევა 

შესაძლოა ექპერიმენტული თვალსაზრისით იყოს უფრო საინტერესო. 

 კვანტური მექანიკის ძირითადი მოთხოვნებიდან გამომდინარე საჭიროა, რომ 

ტაღური ფუნქცია და მისი წარმოებული იყვნენ უწყვეტი ფუნქციები განხილულ არეში. 

ამასთან ერთად, ტაღური ფუნქცია უნდა აკმაყოფილებდეს იმ სიმეტრიის მოთხოვნებს, 

რომლებიც გამომდინარეობენ მათიეს განტოლებიდან. ადვილი შესამოწმებელია, რომ 

(2.18) განტოლებას გააჩნია სიმეტრია შემდეგი გარდაქმნების მიმართ     და 

   . 

 ზემოთ ჩამოთვლილი პირობების შესრულება დაიყვანება შემდეგი სასზღვრო 

პირობების შესრულებაზე : 

                                                      0)()0(   ,                                                                   (2.19) 

                                                      0
0


  







d

d

d

d
.                                                            (2.20) 



 29 

 (2.18) მათიეს დიფერენციალური განტოლების ამოხსნა (2.19) და (2.20) 

სასაზღვრო პირობებით წარმოადგენს შტურმ-ლიუვილის ამოცანას მათიე-

შრედინგერის განტოლებისათვის. როგორც ცნობილია [27] ეს ამოხსნებია მათიეს 

ფუნქციები   lsen ,   და  lcen , . 

 შევნიშნოთ, რომ (2.18) მათიეს განტოლებას გააჩნია კიდევ ერთი სიმეტრია. ეს 

გახლავთ სიმეტრია პოტენციალური ორმოს სიმეტრიის ღერძის მიმართ, ანუ სიმეტრია 

გარდაქმნის მიმართ  . ამიტომ ტალღური ფუნქციები  lsen ,   და  lcen ,  

უნდა იყვნენე ან კენტი ან ლუწი ფუნქციები   











2
 არგუმენტის მიმართ. მაშასადამე 

თითოეული ამ ფუქციათაგანი იხლიჩება ორად, რომლებიც ერთმანეთისაგან 

განსხვავდებიან აღნიშნული თვისებით. 

 ამრიგად, მათიე-შრედინგერის განტოლებების საკუთარი ფუნქციები შეიძლება 

წარმოდგენილ იქნას მათიეს შემდეგი ოთხი ფუნქციის მეშვეობით [27] 

                                       lce n ,2  ,  lse n ,12  ,  lce n ,12  ,   lse n ,22  ,                                  (2.21)                       

მათიე მახასიათებლებს, რომლებიც წარმოადგენენ (2.18) განტოლების საკუთარ 

მნიშვნელობებს და l   პარამეტრის ფინქციებს,  l,   სიბრტყეზე აქვთ რთული ფუქციის 

სახე (ნახ.2.3). ნახ.2.3 ზე შეიძლება შევნიშნოთ მათიე მახასიათებლების მთავარი 

თვისება – მრავალი განშტოების არსებობაა. 

 ზღვრულ შემთხვევაში მათიე-შრედინგერის განტოლება დადის თვისობრივად 

განსხვავებულ ორ კვანტურ მექანიკურ ამოცანაზე. ესაა თავისუფალი როტატორის 

l და ჰარმონიული ოსცილატორის  l  ამოცანები. ცხადია, რომ გარდამავალ 

არეში l  ადგილი უნდა ჰქონდეს შესაბამისი ენერგიის დონეების შერწყმასა და 

შემდეგ განშტოებებს (და პირიქით). 

 

                                       
                   
 

                          ნახ.2.3  მათიე ფუნქციების საკუთარი მნიშვნელობები. ა) ენერგეტიკული   

                          სპაქტრი, მიღებული მათიე მახასიათებლის მნიშვნელობისათვის 0ll   ბ)   

                          მათიე მახასიათებლები. აქ  NLE  /  უგანზომილებო ენერგიაა, E  -სისტემის    

                          ენერგია, NL  -არაწრფივობის  ენერგიის კვანტია.  NLIUIl 2/)()(   , აქ )(IU  

                           სისტემის პოტენციალური ენერგიაა.                                       
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           2.5. ქმედების შესწორების ოპრეტორის საკუთარი მდგომარეობა და მისი   

                              გაშლა მათიეს პერიოდული ფუნქციების მეშვეობოთ 

        როგორც უკვე აღვნიშნეთ ზემოთ, მდგომარეობა, რომელიც ფორმირდება 

სტაციონერულ რეზონანსულ რეჟიმში წარმოადგენს მდგომარეობას, რომელშიც 

ქმედებას აქვს გარკვეული მნიშვნელობა I . ლოგიკურია დავუშვათ , რომ ქმედების 

კვანტური შესწორება ასევე ხასითდება ქმედების შესწორების გარკვეული 

მნიშვნელობით I . ანუ სხვა სიტყვებით, რომ ვთქვათ, ჩვენი დაშვებებით 

წარმოშობილი კვანტური მდგომარეობა წარმოადგენს ქმედების შესწორების 

ოპრეტორის   
d

d
iI 



  საკუთარ მდგომარეობას  

                                                 m

m I
d

d
i 



 

                                                                        (2.22) 

ამ განტოლების საკუთარი ფუნქციები და საკუთარი მნიშვნელობები, რომლებიც 

აკმაყოფილებენ კვანტური მექანიკის სტანდარტულ მოთხოვნებს შემდეგია : 

                                                 


 im

m e
2

1
)(  , 

                                                 mI  ,                ,....2,1,0 m                                             (2.23) 

ქმედების კვანტურ მექანიკური საშუალო -  mI 


. ენერგეტიკულ დონეზე 

ელექტრონის სიცოცხლის ხანგრძლივობა, რომელიც შეესაბამება მილევის დროს 0   

შეიძლება იქნეს გათვალისწინებული შემდეგი გარდაქმნის მეშვეობით 
0 


i

mm . 



 I  და  


H  ოპერატორები არ კომუტირებენ ერთმანეთთან და ამიტომ (2.23) 

მდგომარეობა არ წარმოადგენს ენერგიის ოპერატორის საკუთარ მდგომარეობას. ის 

წარმოადგენს ენერგიის 


H  ოპერატორის საკუთარ ფუნქციების სუპერპოზიციის 

მდგომარეობას: 

                                                    nna  ,       dqa nn 
                                                (2.24) 

სადაც  n   მათიე (2.24) ფუნქციების სრული კრებულია. 

 (2.23) ტალღურ ფუნქციაში განვახორციელოთ შეცვლა  2 , რომელიც 

ჩვატარეთ უკვე (2.18) მათიე განტოლებაში  და გავშალოთ )( m  მწკრივად მათიე 

ფუნქციების სრული კრებულის მიხედვით. გაშლის კოეფიციენტების გამოსათვლელად 

ვისარგებლოთ მათიე ფუნქციების ფურიე მწკრივად გაშლით [28]: 
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mR  კოეფიციენტების მნიშვნელობები მოცემულია ცხრილში [29]. 

   გამოთვლების შედეგად მივიღებთ: 
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ამის შემდეგ ადვილია ენერგეტიკულ დონეთა დასახლების ალბათობის გამოთვლა.   

),(2

2 lce n

n
 და ),(2

2 lse n

n
   ტალღური ფუნქციებისათვის მათ ექნებათ შემდეგი სახე: 

                          20

2

2

2;2 )(
2

1
lPW n

m

nm

ce   ,            20

2

2

2;2 )(
2

1
lRW n

m

nm

se  .                                          (2.27) 

ამრიგად ენერგეტიკულ დონეთა დასახლება განსაზღვრულია მათიე ფუნქციების 

ფურიე მწკრივად გაშლის კოეფიციენტების მეშვეობით. ეს კოეფიციენტები მოცემულია 

ნაშრომში [29]. 

თუ ენერგეტიკული დონეები ),(2

2 lce n

n
 და ),(2

2 lse n

n
   გადაგვარებულია მაშინ ამ 

დონეთა დასახლების ალბათობა: 

                      22

2
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2

2,22,22
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)()()( lRlPlWlWlW n
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n

m               0m   

                                             20

2

0

2

0 )(lPW nn                                                     0m                  (2.28) 

მოცემულია ნახ.2.4-ზე. 

 აღნიშნულ ნახაზზე მოცემულია ენერგეტიკულ დონეთა დასახლების ალბათობა 

როგორც n  ფუნქცია l  პარამეტრის სხვადასხვა მნიშვნელობებისათვის. შევნიშნოთ, რომ 

l  პარამეტრი დაკავშირებულია დატუმბვის პარამეტრთან (2.7) და NL  არაწრფივობის 

ენერგიის კვანტთან  შემდეგი ფორმულის მეშვეობით: 
NLT

eA
l





4
 . 
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                          ნახ.2.4  დასახლებულ დონეთა ალბათობების განაწილება 

                          а)  m  = 0 – სავარაუდო ძირითადი მდგომარეობა, b) m  = 1; c)  m= 2. 

 

ნახ.2. 4 )(a -დან გამომდინარეობს, რომ სავარაუდო ძირითად მდგომარეობაში  

0l  ყველაზე მეტი ალბათობით დასახლებულია ძირითადი ენერგეტიკული დონე  n = 

0. l –ს ზრდასთან ერთად ამ დონის დასახლება თანდათანობით კლებულობს 0,37 

მნიშვნელობამდე , როცა   20l  და  აღწევს მაქსიმალურ მნიშვნელობას 0,96, როცა 1n  

l -ს მოცემული მნიშვნელობისათვის. მაშადამე, როცა  20l  დასახლებათა 

მაქსიმალური სხვაობაა: 59,02

0

0

0  WWW .  

 იმ შემთხვევაში როდესაც ხორციელდება მდგომარეობა m=1, როგორც ნახ.2.4(b )-

დან ჩანს, l  პარამეტრის მცირე მნიშვნელობისათვის ალბათობათა განაწილების 

მაქსიმუმი მოდის 1n    მდგომარეობაზე, ე.ი. ენერგეტიკულ დონეთა ინვერსიას 

ადგილი აქვს l  პარამეტრის უფრო მცირე მნიშვნელობისათვის. l  პარამეტრის  

მნიშვნელობის ზრდას თან სდევს 1n  ენერგეტიკული დონის დასახლების ალბათობის 

შემცირება და ალბათობის მაქსიმუმი წაინაცვლებს 2n  დონისაკენ 
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 რაც შეეხება 2m   შემთხვევას, როგორც ნახ.2.4 )(c -დან ჩანს, l  პარამეტრის მცირე 

მნიშვნელობისათვის ალბათობათა განაწილების მაქსიმუმი მოდის 2n   

მდგომარეობაზე და გრძელდება 8l  მნიშვნელობამდე, რის შემდეგაც წაინაცვლებს  

2n დონის ორივე მხარეს. l  პარამეტრის დიდი მნიშვნელობისათვის მაქსიმუმი მოდის 

1n  ან 3n  დონეებზე. 

 ამრიგად, ენერგეტიკულ დონეთა ინვერსიული დასახლების არსებობის 

შესაძლებლობა ჩვენს მიერ განხილული ყველა .2,1,0m   .შემთხვევის მახასიათებელი 

ნიშანია. სავარაუდოდ იგივე თვისება ექნებათ  2m  კვანტურ მდგომარეობებსაც. 

 გავიხსენოთ, რომ განაწილებები, რომლებსაც ჩვენ განვიხილავთ 

განპირობებულნი არიან  სინათლის იმპულსების პერიოდული სერიის ზემოქმედებით 

(ნახ.2.1).  ენერგეტიკულ დონეთა დასახლებების განაწილების ფუნქციების 

მრავალფეორვანი ფორმები განპირობებულია მათიე ფუნქციების რთული 

სტრუქტურით(ფორმით). 

  ამ განხილვის დროს ჩვენ არ გავითვალისწინეთ ოპტიკური ელექტრონების 

რხევათა მილევა, რაც მნიშვნელოვანია ენერგეტიკულ დონეთა სიცოცხლის 

ხანგრძლივობის დიდი მნიშვნელობისათვის. 

 

 

                                  2.6.  ენერგეტიკულ დონეთა დასახლება და გაგანიერება  

ამ პარაგრაფში ჩვენ უკვე გავითვალისწინებთ ენერგიის დონეთა გაგანიერებას, 

რომელიც გამოწვეულია აღგზნებულ მდგომარეობაში ელექტრონის სიცოცხლის  0  

ხანგრძლივობის სასრული მნიშვნელობით. 

 ჩვენ ვუშვებთ, რომ ენერგეტიკულ დონეთა გაგანიერების [ნახ.2.3 და (2.23) 

განტოლება]  ძირითადი მიზეზია აღგზნებულ მდგომარეობაში ელექტრონის 

სიცოცხლის ხანგრძლივობოს სასრული 0   მნიშვნელობა. 0   სიცოცხლის 

ხანგრძლივობის მაქსიმალური მნიშვნელობა, რომელიც გამოწვეულია გადასვლებით, 

როგორც ცნობილია  8

0 10 წმ რიგისაა. როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ჩვენ 

მხედველობაში მივიღებთ  0  სიცოცხლის ხანგძლივობის სასრულობას (2.5) 

კომპლექსური სიხშირის შემოღებით.  

 (2.5) გარდაქმნა იწვევს შრედინგერის (2.17) განტოლების საკუთარ 

მნიშვნელობებში წარმოსახვითი წევრის გაჩენას: 

                                                        nnn EiEE    

როგორც ცნობილია, სტაციონალური მდგომარეობის ტალღური ფუქციის დროზე 

დამოკიდებულება გათვალისწინებულია ფაზური მამრავლის 







 tE
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
exp   მეშვეობით. 

ამის გათვალისწინებით (2.28) განტოლებიდან მივიღებთ: 
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სადაც 
nE




0   წევრი თამაშობს n -ური დონის რელაქსაციის დროის როლს.   nE  

სიდიდე განსაზღვრავს n -ური დონის გაგანიერებას.. 
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 ახლა გამოვთვალოთ nE   სიდიდე ჩვენი ამოცანისათვის. (2.5) გარდაქმნა, 

ოპტიკური სიხშირეებისათვის, (2.8) რეზონანსის პირობის გათვალისწინებით გვაძლევს 

შემდეგ ფომულას რეზონანსული ქმედების სიდიდისათვის: 

                                                      kkk iLII   

სადაც 

                                                     
0NL

kL


   .                                                                          (2.31) 

(2.17) განტოლებიდან (2.31) გარდაქმნის გათვალისწინებით მივიღებთ: 
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სადაც 
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წარმოადგენს უგანზომილებო ენერგიის წარმოსახვით ნაწილს. ზემოთ მოცემული 

პარამეტრების მნიშვნელობისათვის უტოლობა  10 NL  ძალაშია. ამის მიუხედავად 

ჩვენ ვხედავთ, რომ kk LI  . ამიტომ (2.33) განტოლების ანალიზი შეიძლება ჩატარდეს 

მხოლოდ   n  მიახლოებაში, სადაც   n  შეიძლება განხილულ იყოს როგორც მცირე 

შეშფოთება. ამიტომ  n  შეიძლება შეფასებულ იქნას როგორც 
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  ,                                                  (2.34)  

სადაც  )0(   (2.32) განტოლების ამონახსნია  0n  თვის (ანუ (2.18) განტოლება), 

რომელსაც აქვს მათიეს (2.21) ფუნქციის სახე. გასაშუალოება (2.34) განტოლებაში 

განხორციელებულია    ფაზით. გამოვთვალოთ (2.21) ფუნქციებიდან პირველი 

ფუნქციის საკუთარი ფუქციების საშუალო მნიშვნელობები. ფურიეს მწკრივის (2.25) 

ფორმულის გამოყენებით  02 ,lce n    ფუნქციისათვის და მისი გასაშუალოებით    

ფაზით, (2.32) განტოლებიდან მივიღებთ: 
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ანალოგირად შეძლება გამოთვლილ იქნას  n  მნიშვნელობა სხვა (2.21) ტალღური 

გუნქციისთვისაც. იმისათვის რათა ვიპოვოთ mce2   დონის გაგანიერება საკამრისია 

გადავიდეთ (2.35) განტოლებაში განზომილებიან სიდიდეებზე 
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ხოლო (2.30) განტოლების თანახმად რელაქსაციის დროისათვის მივიღებთ: 
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მათიეს ფუნქციების ფურიე გაშლის რიცხვითი მნიშვნელობები აღებულია [29] –დან. 

(მაგალითად 84,02

2 P ) 

 ზემოთ მოყვანილი რიცხვითი მნიშვნელობების გამოყენებით მივიღებთ, რომ 

დონეთა გაგანიერება 2910E ჯ. როგორც ვხედავთ NLE      და ამიტომ ამ რიგის 
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გაგანიერებამ შეიძლება გამოიწვიოს მათიე მახასიათებლების ცალკეული უბნების 

გადაფარვა გარდამავალი მდგომარეობის არეებში, (ნახ.2.3) მხოლოდ განშტოების 

წერტილების მახლობლობაში, სადაც ენერგიის დონეები განთავსებულია ერთმანეთის 

მახლობლობლად (ნახ.2..3). სხვა არეებში დონეები გაგანიერებულია მაგრამ ისინი 

ინარჩუნებენ თავდაპირველ ფორმას. ამიტომ დისიპაცია ვერ შეცვლის მნიშვნელოვნად 

ნახ.2.3-ს ფორმას. 

 დისიპაციური პროცესების გათვალისწინება იწვევს როგორც ენერგიის ისე 

ქმედების დიკრეტული დონეების გაგანიერებას (2.23). ქმედების  


 I  და ენერგიის  UH


 

ოპერატორები არ კომუტირებენ ერთმანეთთან. (2.16) და (2.22) განტოლებების  

გათვალისწინებით 


 I  და UH


 ოპერატორების კომუტატირისათვის მივიღებთ, რომ 

                                                      sin],[ UiHI U 


 .                                                          (2.38) 

და განუზღვრელობის თანაფარდობა მიიღებს შემდეგ სახეს: 
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(2.39) თანაფარდობის გამოყენებით შასაძლებელია ქმედების (2.23) შესწორების დონეთა 

გაგანიერების განსაზღვრა: 
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დისკრეტულები და ქმნიან ზოლს, რომლის სიგანეა M  . ამიტომ (2.27) მდგომარეობათა 

ალბათოებები უნდა იქნას გასაშუალოებული ქმედების შესწორების ოპერატორის 

საკუთარი მდგომარეობის მიხედვით დიაპაზონში  M  .  

 ხოლო გასაშუალოებული დონეების ალბათობებისათვის მივიღებთ:  
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cen WWW 22
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(2.41) თანაფარდობის დახმარებით შესაძლებელია დასახლებათა nW2   ალბათობების n  

კვანტურ რიცხვზე დამოკიდებულების აგება 0ll    პარამეტრის ფიქსირებული 

მნიშვნელობისათვის.. აქ n  მათიე მახასიათებლის ინდექსია (ნახ.2.3). თუმცა, უფრო 

საინტერესოა ენერგიაზე დასახლებათა ალბათობის დამოკიდებულების აგება (ნახ.2.5). 

ამის გაკეთება ადვილია ვიცით რა მათიე მახასიათებლების დამოკიდებულება n  და l   

ზე.   

 როგორც ნახ.2.5–დან ჩანს ენერგიის განაწილების მრუდს აქვს მკვეთრი მაქსიმუმი   

უგანზომილებო ენერგიის 20  მნიშვნელობის მიდამოში., რომელიც ტოლია 

ბარიერის გაორმაგებული ენერგიის   )10(21020 24

00

25

00 JUUJE NL

     . ნახ.2.5-

ზე   და x  წერტილები თანხვდებიან. ეს განპირობებულია  na2  და nb2   მათიე 

მახასითებლების შერწყმით. ამ  )2( 0UW  მაქსიმუმის არსებობა გვიჩვენებს დასახლებათა 

ინვერსიის   შესაძლებლობას ენერგიის სპექტრის 0)2()2( 00  UEWUW  არეში. 
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                       ნახ.2.5. ენერგეტიკულ დონეთა დასახლების განაწილება.  

                        და x - ceW  და   seW  წვლილი W -ში )( 02 la n  და )( 02 lb n მათიე ფუნქციების    

                      გათვალისწინებით. W  ალაბთობების განაწილება. NLE  /   

                      უგანზომილებო ენერგია, E  სისტემის ენერგი, NL -არაწრფივობის  

                      ენერგიის კვანტი. 

 

 

                                                                 2.7. დასკვნა 

 ატომი-ველი სისტემის განხილვის დროს ხშირად ატომს წარმოადგენენ როგორც 

ანჰარმონიულ ოსილატორს. აღნიშნულ სისტემაში არაწრფივ რეზონანს, ადგილი აქვს 

მხოლოდ ქმედების გარკვეული მნიშვნელობებისათვის. როგორც ქმედების 

რეზონანსული მნიშვნელობა ისე მისი შესწორება არიან კლასიკური სიდიდეები. 

 თუმცა, ზოგირთი პირობის შესრულების შემთხვევაში, ქმედების მნიშვნელობა 

შესაძლოა იყოს იმდენად მცირე, რომ მისი შესწორება აღარ იქნება კლასიკური სიდიდე 

და ის უნდა განვსაზღვოთ  კვანტური მექანიკის კანონების თანახმად. 

 ქმედების შესწორების კვანტურ ჰამილტონიანს აქვს ისეთივე ფორმა, როგორიც 

კვანტური ქანქარას ჰამილტონიანს. ხოლო აღნიშნული სისტემის შრედინგერის 

განტოლებას შესაბამისად მათიე განტოლების სახე. 

 ენეგეტიკულ დონეთა დასახლებებს, რომლებიც წარმოადგენენ მათიე 

განტოლების საკუთარ ფუნქციბს, ზემოთაღნიშნული მსგავსების გამო, აქვთ მკვეთრი 

მაქსიმუმი 02UE   ენერგიაზე.  რაც , თავის მხრივ ნიშნავს, რომ ადგილი აქვს 

ინვერსიულ დასახლებეთა განაწილებას )2()2( 00 UEWUW  . 
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                      3. არაწრფივი და ქაოსური მოვლენები არაწრფივ გიროტროპულ       

                                                              გარემოში 

 

                                                         3.1 შესავალი 

სინათლის სუსტ ნაკადში, რომელიც ვრცელდება ნივთიერებაში, ელექტრო 

მაგნიტური ველის პოლარიზაცია არა არის დამოკიდებული სინათლის ინტენსივობაზე 

და ცალსახად განისაზღვრება იმ გამოსხივებული ტალღის  პოლარიზაციით, რომელიც 

ეცემა ვაკუუმისა და გამოსაკვლევი ნივთიერების გამყოფ საზღვარს. ეს 

დამოკიდებულება რადიკალურად იცვლება არაწრფივ ოპტიკაში, როდესაც 

ნივთიერების გარდატეხისა და შთანთქმის კოეფიციენტები წარმოადგენენ 

გამოსხივების ინტენსივობის ფუნქციებს. ამან შეიძლება მიგვიყვანოს პოლარიზაციულ 

მულტისტაბილურობასა და პოლარიზაციულ ქაოსამდე. “შესავალზე” ინტენსივობის 

ადიაბატური ცვლილებისას პოლარიზაცია “გამოსავალზე” აღარაა ცალსახა ფუნქცია და 

შესდგება მდგრადი და არამდგრადი უბნებისაგან [30].  

   არაწრფივი გარემოს და გამოსხივების პარამეტრების გარკვეული 

მნიშვნელობებისათვის, როდესაც “შესავალზე” გვაქვს სტაციონარული გამოსხივება, 

პოლარიზაცია “გამოსავალზე” განიცდის ავტორხევით ცვლილებებს ან შეიძლება 

ადგილი ჰქონდეს პოლარიზაციის დროში ფსევდოქაოტურ ცვლილებას, რომელსაც აქვს 

უწყვეტი სიხშირული სპექტრი [30]. 

   ბიოლოგიური ობიექტების არაწრფივი ოპტიკის და მყარ სხეულებში ექსიტონთა 

სპექტროსკოპიის უცილობელ ინტერესს წარმოადგენს არაწრფივი გიროტროპიით 

განპირობებული პოლარიზაციული არამდგრადობები. არაწრფივი გიროტროპიის 

გამოვლინების უმარტივესი მაგალითია იზოტროპული გარემოს ბუნებრივი ოპტიკური 

აქტივობის ელექტრომაგნიტური ტალღის ინტენსივობაზე დამოკიდებულება [31]. 

  არაწრფივი გიროტროპია ნათლად მჟღავნდება ისეთ ნივთიერებებში, რომლებიც 

ხასიათდებიან არაწრფივი გამოძახილის ძლიერი არალოკალურობით. სივრცული 

დისპერსიის მახასიათებლის როლში, რომელიც განსაზღვრავს არალოკალურობის 

მაშტაბს, გამოდის გარემოს მახასიათებელი ზომის   შეფარდება ტალღის სიგრძესთან . 

ამის გამო [32], არაწრფივობის სივრცულ დისპერსიის ეფექტები და მასთან 

დაკავშირებული პოლარიზაციული არამდგრადობები შესაძლოა იყოს მნიშვნელოვანნი  

უპირველეს ყოვლისა ქოლესტერულ თხევად კრისტალებში იზოტროპულ 

მდგომარეობაში გადასვლის ფაზური წერტილის მახლობლობაში ( /  1~ 10 ) , 

კირალურ ბიოლოგიურ მაკრომოლეკულებში ( /  1~ 10 ), ნახევარგამტარებში 

შთანთქმის ექსიტონური და ბიექსიტონური რეზონანსების მახლობლობაში ( /  1~ 10 ) 

[30] . 

    პოლარიზაციული არამდგრადობის ასახსნელად წამოყენებული იქნა მოსაზრება, 

რომლის თანახმად არაწრფივი გიროტროპული გარემო შეიძლება განვიხილოთ  

როგორც  კუნის (Kuhn) არაწრფივი მოდელით წარმოდგენილი არაწრფივი 

ოსცილატორების ერთობლიობა  [30]. აღნიშნული ნაშრომის ავტორმა შესძლო 

გიროტროპული გარემოს არაცხადი მატერიალური განტოლებების მიღება, რომელშიც 

გათვალისწინებულია მოლეკულური ოსცილატორების კუბური არაწრფივობა და 

რომელიც უშვებს გარემოს გამოძახილისათვის არაცალსახა ამონახსნებს. შედეგად 

აიხსნა პოლარიზაციული არამგრადობის წარმოშობის მექანიზმი.  
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    ერთ-ერთი ყველაზე უფრო პოპულარული ოსცილატორული მოდელი ოპტიკურად 

აქტიური გარემოსათვის კუნის მიერ იყო შემოტანილი. მისი დაწვრილებითი აღწერა 

შეიძლება ვნახოთ [33]-ში. ჩვენ კი შევჩერდებით ზოგიერთ დეტალზე. კუნის 

მოლეკულა წარმოიქმნება ორი ისცილატორით, რომლებიც დაკავშირებილნი არიან 

ერთმანეთთან დრეკადი ურთიერთქმედებით და ირხევიან ურთიერთმართობული 

მიმართულებების გასწვრივ. ოსცილატორები სივრცეში დაცილებულნი არიან 

ერთმანეთისაგან. კუნის მოლეკულებისაგან შემდგარი გარემოს გამოძახილი 

არალოკალურია - ერთ-ერთი ოსცილატორის აღგზნება გადაეცემა მოლეკულის მეორე 

ბოლოს. მოლეკულის ზომა განსაზღვრავს სივრცული დისპერსიის დამახასიათებელ 

მასშტაბს. 

   სიმარტივის მიუხედავად კუნის მოდელი საკმაოდ პროდუქტიულია. მაგალითად 

შემთხვევითად(ქაოსურად) ორიენტირებული კუნის მოლეკულების ერთობლიობა 

წარმოადგენს იზოტროპული გიროტროპული გარემოს უმარტივეს მოდელს. თუ 

დავუშვებთ, რომ მანძილი ოსცილატორებს შორის ნულის ტოლია ან თუ გამოვრიცხავთ 

ოსცილატორებს შორის ბმას, შემთხვევითად ორიენტირებული კუნის მოლეკულების 

ანსამბლი წარმოადგენს იზოტროპული არაგიროტროპული გარემოს უმარტივეს 

მოდელს. 

   კუნის მოდელის განზოგადება არაწრფივი პოლარიზაციული ოპტიკის 

ამოცანებისათვის წარმოადგენს მიკროსკოპული მოდელირების ერთ-ერთ ყველაზე 

უფრო თვალსაჩინო მიმართულებას. ასეთი განზოგადოება მოითხოვს მოლეკულაში 

არაწრფივი დრეკადი ძალების გათვალისწინებას. 

   განვიხილოთ კუნის არაწრფივი ოსცილატორული მოდელის ვარიანტი [33] ნაშრომის 

მიხედვით. მოლეკულის ჰამილტონიანი შედგება ორივე მუხტის კინეტიკური 

ენერგიისაგან, დრეკადი დეფორმაციის პოტენციური ენერგიისაგან და 

ოსცილატორების ურთირთქმედების ენერგიისაგან არაწრფივი წევრების 

გათვალისწინებით. ჩვენ შემოვისაზღვრებით ველის მიხედვით ცალკეული 

ოსცილატორების ანჰარმინიზმით და ოსცილატორებს შორის კუბური არაწრფივი ბმის 

შემთხვევით: 

                2 2 2 4 4 2 2 3 3

1 2 0 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1
( , ) ( ) ( ) ( )

2 4 2

a c
U u u u u u u u u b u u u u        

აქ 
0  არის თითოეული ოსცილატორის საკუთარი სიხშირე,    განსაზღვრავს მათ 

ურთიერთქმედებას a ,b , c  განსაზთვრავენ რხევების ანჰარმონიზმს. 

 

                                                              
                 ნახ.3.1 კუნის არაწრფივი ოსცილატორული მოდელი. 
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კუნის მოდელის მოკლე აღწერის შემდეგ ავღნიშნავთ, რომ ჩვენს მიზანს არ 

წარმოადგენს გარემოს ოპტიკური მახასიათებლების გამოთვლა. ჩვენთვის კუნის 

მოდელი წარმოადგენს უშუალო ინტერესის საგანს როგორც არაწრფივი მოდელი. 

წინამდებარე ნაშრომის ამ თავის მიზანს წარმოადგენს არაწრფივი კლასიკური და 

კვანტური დინამიკის შესწავლა კუნის განზოგადებული არაწრფივი მოდელის 

ფარგლებში.  

      პირველი პარაგრაფი წარმოადგენს შესავალს. მეორე პარაგრაფი ეძღვნება 

კლასიკური არაწრფივი დინამიკის შესწავლას. სუსტი არაწრფივობის შემთხვევაში, 

როდესაც განტოლებათა სისტემა შეიძლება განვიხილოთ როგორც კვაზიწრფივი. ვან 

დერ პოლის განზოგადებული მეთოდის გამოყენებით [34,35] მიღებულია ანალიზური 

ამონახსნები. ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევაში, როდესაც ანალიზური მეთოდების 

გამოყენება ხდება შეუძლებელი გამოყენებულია რიცხვითი მეთოდები. განიხილება 

ამონახსნთა კორელაციური ფუნქციები და განისაზღვრება კოლმოგოროვ-სინაის 

ენტროპიის მნიშვნელობა [36-38]. რ. გრასბერგერისა და პროკაჩიას ალგორითმის 

გამოყენებით [39-41] დადგენილია   ფრაქტალური განზომოლება.  

     მესამე პარაგრაფში შეისწავლება პირობები, რომელთა შესრულებისას კუნის მოდელი 

ხდება ინტეგრებადი. მოცემულია ზუსტი ანალიზური ამოხსნები, ჩაწერილი ელიფსურ 

ფუნქციებში [42]. განიხილება შემთხვევა, როდესაც გარეშე ველის ამპლიტუდა 

მოდულირებულია ნელაცვლადი რადიოსიხშირული ველით. მელნიკოვის 

კრიტერიუმის გამოყენებით [43] განიხილება ერთგანზომილებიან არაავტონომიურ 

სისტემებში ქაოსის წარმოშობის შესაძლებლობა. ნაჩვენებია, რომ პოლიქრომატული 

დატუმბვის შემთხვევაში ადგილი აქვს არაწრფივი რეზონანსების გადაფარვას [44] და 

წარმოიშვება დინამიკური სტოქასტურობა.  

მეოთხე პარაგრაფი ეძღვნება ამოცანის კვანტურ-მექანიკურ განხილვას. კერძოდ, 

განხილულია შემთხვევა, როდესაც გარე ველის ამპლიტუდა მოდულირებულია 

ნელაცვლადი ველით.   

მეხუთე პარაგრაფში მოვახდიმეთ კუნის არაწრფივი მოდელის განზოგადება N  

ოსცილატორისაგან შემდგარი ჯაჭვის შემთხვევაში. ჩვენი მიზანია არაწრფივი 

გიროტროპული გარემო წარმოვადგინოთ, როგორც ურთიერთქმედ არაწრფივ 

ოსცილატორთა ერთობლიობა. საკითხი, რომელიც ჩვენ გვაინტერესებს არის შემდეგი: 

როგორ გავრცელდება ასეთ გარემოში საწყისი შეშფოთება და ახასიათებს თუ არა ასეთ 

გარემოს ტალღური ამონახსნები? 

შემდგომ ორ პარაგრაფში  განხილულია ის შემთხვევა, როცა განზოგადებული 

კუნის მოდელის აღმწერი განტოლება არ არის  ზუსტად ინტეგრებადი. აღნიშნული 

მოდელის არაწრფივობიდან გამომდინარე მოსალოდნელია, რომ სისტემას ჰქონდეს 

ქაოსური ამონახსნები. ნაჩვენები იქნება, რომ მიუხედავად ინდივიდუალური 

ოსცოლატორების ქაოსური დინამიკისა, ასეთ ოსცილატორთა ჯაჭვი ინარჩუნებს 

კოჰერენტულობას როგორც მთლიანი სისტემა. ჩვენ ასევე განივიხილოავთ 

განზოგადებულ კუნის ოსცილატორთა ჯაჭვის ცვლადი ველის ენერგიის სტოქასტურ 

შთანთქმას.  

 

                       

                                 3.2. სუსტი და ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევა  
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    როგორც უკვე იყო აღნიშნული შესავალში, ჩვენს მიზანს წარმოადგენს ბრტყლად 

პოლარიზებული სინათლის ტალღის ზემოქმედების ქვეშ მყოფი კუნის არაწრფივი 

ოსცილატორის  დინამიკის შესწავლა. დავუშვათ, რომ გარეშე ველის სიხშირეა   , 

მაშინ [30]-ს თანახმად, განტოლებებს, რომლის მეშვეობითაც აღიწერება კუნის ბმული 

არაწრფივი ოსცილატორების დინამიკა, აქვთ შემდეგი სახე:                                                            

           

2 3 3 2 2

0 0

2 3 3 2 2

0 0

( 3 ) cos( / 2)

( 3 ) cos( / 2),

z

z

eExx x y x ax b y x y cxy t k a
m

eEy
y y x y ay b x y x cyx t k a

m

 

 

          

          

         (3.1)             

სადაც  
0  საკუთარ რხევათა სიხშირეა a ,b , c  რხევების ანჰარმონიზმთან 

დაკავშირებული კონსტანტებია,  e და  m ელექტრონის მასა და მუხტია,   
,x yE  გარეშე 

ელექტრული ველის განივი კომპონენტის პროექციებია,   არის  დისიპაციის აღმწერი 

ფენომენოლოგიური პარამეტრი, 
zk   ტალღური ვექტორის პროექციაა, 

0a   მოცემული 

ამოცანის მახასიათებელი სივრცული მაშტაბია. ჩავთვალოთ, რომ სრულდება 

პირობები: 

                       
,

2

0 0

1 , 1
x yeE

m 


      

და შემდეგი გარდაქმნების მეშვეობით:  

                                 
0 0

, ,
x y

x y t t
a a

    

გადავიდეთ უგანზომილებო სიდიდეებზე. შედეგად (3.1)დან მივიღებთ: 

 

                

2 2

0

2 2 2

2 2

0

2 2 2

( , , ) cos( ) ,
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x

x x y f x y x t
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                            (3.2) 

სადაც  

                       

3 3 2 2

0 0 0

3 3 2 2

0 0 0

 ( , , ) ( 3 ) ,

( , , ) ( 3 ) ,

f x y x x A x B y x y C xy

g x y x y A y B x y x C yx


    



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

                                                                             

     

1/ 2
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0 0 0
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0

, , , .xaa a a eE
A B b C c

a m


 
     
    

                                                                                                                

 f(x,y, x ) და   g ( , , )x y x   ფუნქციები წარმოადგენენ კორდინატების არაწრფივ ფუნქციებს. 

როდესაც ამ ფუქციების წინ მდგომი კოეფიციენტი (ავღნიშნოთ ის   )   =0,  

განტოლებათა სისტემა (3.1)  ხდება წრფივი. როცა 0 მაგრამ მცირეა, განტოლებათა 

მოცემული სისტემა ახლოა წრფივთან და ამიტომ უწოდებენ კვაზიწრფივს. კვაზიწრფივ 

განტოლებათა სისტემის ამოხსნის მრავალი მეთოდი არსებობს. მაგალითად , 

ასიმპტოტური მეთოდი, რომელსაც საფუძვლად უდევს ჰიპოთეზა ისეთი ამონახსნის 

არსებობის შესახებ, რომელიც ფორმით გავს წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნს. 

არსებობს ასევე ისეთი მეთოდიც, რომელიც არ გულისხმობს ასეთი ამონახსნის 

არსებობას, მაგრამ ეფუძნება ნებისმიერი რეალური სისტემის გატარების ზოლის 
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სასრულობას (ე.წ. ფილტრის ჰიპოთეზა). ჩვენ ვისარგებლეთ ნელაცვლადი 

კოეფიციენტების (ამპლიტუდების) მეთოდით, რომელშიც გამოიყენება გასაშუალოების 

მიდგომა. აღნიშნული მიდგომა არაწრფივ რხევათა ამოცანების ამოხსნისათვის 

პირველად გამოიყენა ვან დერ პოლმა [34]. 

   გადავწეროთ (3.2) განტოლებათა სისტემა განზოგადებული კოორდინატებისათვის 

შემდეგი სახით: 

                       
2

1 1 2 1 2 1 1 1 1 2 2 1 1

2

2 2 1 2 1 2 1 1 1 2 2 2 2

( , , , ) sin cos( ) ,

( , , , ) sin cos( ) ,

q A q B q n q f q q q q D t E t

q A q B q n q g q q q q D t E t





      


     
         (3.3)  

                

2 2
2 0

1 1 1 1 1 12 2 2

2 2
2 0

2 2 2 2 2 1 22 2 2

0 , , , 1, 0, , ,

0, , ; 0; ; .
y y

x x

A B n D E q x

E E
A B n D E E q y

E E

 


 

       
  

      
  

 

       

ვეძებოთ (3.3) სისტემის ამონახსნი შემდეგი წრფივ განტოლებათა სისტემის ამონახსნის 

სახით:  

                          1 1 1 2 2 1 1

2 1 1 1 2 2 2 2 2

sin( ) sin( ) sin cos ,

sin( ) sin( ) sin cos ,

q a k t b k t d t e t

q a k t b k t d t e t

 

   

     

     
        (3.4) 

სადაც  
1 2, , ,a b    დროის მიხედვით ნელა ცვლადი ფუნქციებია, ხოლო     

1 2,k k  წრფივი 

ერთგვაროვანი განტოლების საკუთარი სიხშირეებია, რომლებიც წარმოადგენენ 

შემდეგი განტოლების ამონახსნებს:  

                  

4 2 2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1 2

1 2

( ) 0,

( 1 ),

k n n A B A B k n n B B

A A





      

 
                    (3.5) 

ხოლო დანარჩენი კოეფიციენტები განისაზღვრებიან შემდეგი თანაფარდობების 

მეშვეობით : 

                 

2 2 2 2 2 2

2 1 2 1 1 2 2 2 1 2

1 22 2 2 2 2 2

2 1 1 1 1 2 2 1 2 1

2 2

1 2 2 1 1 2 1 1 2 2

1 2

2 2

1 2 2 1 1 2 1 1 2 2

1 2

2 2 2 2

1 2 1 2 2 1 1 2 1

, ,

( 1) ( ) ( 1) ( )
, ,

( 1) ( ) ( 1) ( )
, ,

( )

A k B n k A k B n k

n k A k B n k A k B

D n D B A D n D B A
d d

E n E B A E n E B A
e e

n n A B A B n n B B

 



   
   

   

     
 

 

     
 

 

        2 .

         (3.6) 

ამ თანაფარდობების ჩასმით (3.5) -ში ვღებულობთ: 
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1 2

2 4 2
4 20 0

2 4 4

2 4 4 22
2 0 0 0 0

2 4 4 4 2 2

2 2

2 20 0

1 22 2 2 2

2 2

1 22 2

1 2

2 4 2 2 2 22

0 0 0

2 4 4 4

1 1,

2
0,

,

, ,

1 , 1 ,

0 0
0, 0 ,

2 ( )
1 ,

A A

k k

k

k k

B B

d d



  

    

  

 
 

   

  

   
  

     
     

   
   

 
    
  

   
 

  
     

   

 

                        

22

0

12 2 2 2 2 2

0

1 2 2 2

0

22 2

0

2 2 2 2 2 2 2

0

2 2 2 2

0

1
( * )

,
( )

* 1
( * ( ) )

,
( )

* .

y

x

y

x

E
E

E E
e

E
E

e

E
E

E

 

  

 

  

  

 

 
  

     
 

   

 
  

      
 

   



               

როგორც უკვე ავღნიშნეთ 
1 2, , ,a b     დროის მიხედვით ნელაცვლადი ფუნქციებია. 

დამატებითი პირობა, რომელსაც დავადებთ ამ ფუნქციებს მდგომარეობს იმაში, რომ 

განზოგადებული კორდინატების წარმოებულებს დროის მიხედვით უნდა ჰქონდეთ 

იგივე სახე, როგორიც მუდმივი  
1 2, , ,a b    კოეფიციენტების შემთხვევაში. ზემოთ  

ნათქვამის გათვალისწინებით კოორდინატების დროით გაწარმოების შემდეგ გვექნება:  

              tetkbktkakq sin)cos()cos( 12221111   , 

              tetkbktkakq sin)cos()cos( 2222211112   , 

              
tetkkb

tkbtkosckatkaq

cos)cos()(

)sin()()()sin(

12222

221111111












 

         
tetkkbk

tkkbtkkaktkkaq

cos)sin()(

)cos()sin()()cos(

122222

222111111111












 

                
tetkkkb

tkooskbtkkkatkaq

cos)sin()(

)()sin()()sin(

2222222

22221111111112












   

 საიდანაც ვღებულობთ შემდეგ პირობებს: 

               
1 1 1 1 1 2 2 2 2 2

1 1 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 2 2

sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) 0 ,

sin( ) cos( ) sin( ) cos( ) 0 .

a k t a k t b k t b k t

a k t a k t b k t b k t

     

         

       

       
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გავაწარმოვოთ დროით განზოგადებული კოორდინატების წარმოებულები   და ჩავსვათ 

მიღებული ტოლობები (3.3)  სისტემაში, შედეგად (3.6) გათვალისწინებით ვღებულობთ: 

                    

1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 1

2 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

1 1 2

cos( ) ( )sin( ) cos( )

( )sin( ) cos ,

cos( ) ( )sin( )

cos( ) ( )sin( ) cos ,

q ak k t ak k k t bk k t

bk k k t e t

q ak k t ak k k t

bk k t bk k k t e t

q B q

   

 

    

    

       

   

     

     

  2

1 1 1 1 2 2 1

2

2 2 1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2 1 1 1 1

2 2 2 2 1 1 2 2

1 1 1 1 2 2 2 2 1 1

( , , , ) cos ,

( , , , ) cos ,

cos( ) cos( ) sin( )

sin( ) ( , , , ) ,

cos( ) cos( )

n q f q q q q E t

q B q n q g q q q q E t

ak k t bk k t ak k t

bk k t f q q q q

a k k t bk k t ak





   

  

    

 

   

    

  

    1 1 1

2 2 2 2 2 1 1 2 2

sin( )

sin( ) ( , , , ) .

k t

bk k t g q q q q

 

   



  

     (3.7) 

თუ შემოვიღებთ აღნიშვნებს: 
1 1 2 2,k t k t        , მაშინ განტოლებათა სისტემა  

1 2, , ,a b a b  -თვის მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                           1 2

1 1 1 2 2 2

sin cos sin cos 0 ,

sin cos sin cos 0 ,

a a b b

a a b b

     

         

   

   
 

                                 

1 2 1 1

2 2 1 1 2 2

1 1 2 2 1 1 1

2 2 2 1 1 2 2

cos cos sin

sin ( , , , ) ,

cos cos sin

sin ( , , , ) .

ak bk ak

bk f q q q q

a k bk ak

bk g q q q q

   

  

      

   

 

 

 

 

         

 

ამ სისტემის დეტერმინანტია: 

          21

22122211

2121

2121
4

sinsincoscos

sinsincoscos

coscossinsin

coscossinsin

kk

kkkk

kkkk



































 

                    
ხოლო: 

          









cos)(2

sinsincos

sinsincos

coscossin0

coscossin0

2

221222

212

212

1 gfk

kkkg

kkkf

























  

          









cos)(2

sinsincos

sinsincos

coscos0

coscos0sin

1

221211

211

211

2 gfk

kkgk

kkfk

























  
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                 









sin)(2

sincoscos

sincoscos

cos0sinsin

cos0sinsin

2

222211

221

221

3 gfk

kgkk

kfkk

























  

                     









sin)(2

sincoscos

sincoscos

0cossinsin

0cossinsin

1

122211

121

121

4 fgk

gkkk

fkkk

























  

             
          

მაშასადამე: 

                            

1

1

2

2

31

1

2 4

2

1
( ) cos ,

2

1
( ) cos ,

2

1
( ) sin ,

2

1
( ) sin .

2

da
f g

dt k

db
f g

dt k

d
a f g

dt k

d
b g f

dt k











 
    
  

 
   

  

 
   
  

 
    

  

                       

მიღებული განტოლებები წარმოადგენს (3.7) განტოლებათა სისტემას ჩაწერილს სხვა 

ცვლადებში. დავუშვათ, რომ a, b, 
1 , 

2   ცვლადები იცვლებიან გაცილებით ნელა 

საწყის დინამიურ სისტემაში მიმდინარე რხევებთან შედარებით. თუ მოვახდენთ 

მიღებულ განტოლებათა სისტემის გასაშუალოებას 
1 22 / ,2 / ,2k k     პერიოდების 

მიხედვით, მაშინ მივიღებთ a, b, 
1 , 

2  ცვლადებისათვის ე.წ. ჩამოჭრილ განტოლებებს: 

                                           

1 1

1

2 2

2

1
( ) ,

2

1
( ) ,

2

da
F G

dt k

db
F G

dt k

  
    

  

 
  
 

                                                                         

                                                 

1

3 3

1

2

4 4

2

1
( ) ,

2
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  
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 
  
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                                                           (3.8) 

                                                                                   

სადაც 
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ჩავწეროთ კოორდინატები, მათი წარმოებულები,  f და  g   ფუნქციები       

კოეფიციენტების მნიშვნელობების გათვალისწინებით: 
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ამ ფუნქციათა შეტანა და ინტეგრება მოგვცემს  F  და G  ფუნქციებისათვის შემდეგ 

გამოსახულებებს: 
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თუ შევიტანთ ფუნქციების ამ მნიშვნელობებს (3.8) განტოლებათა სისტემაში, შედეგად 

მივიღებთ: 
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                , ,
da a db b

dt dt
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    

  2

2

2

1000

2100000

2

0

22

0

1

1

6

344326
8

1

eeCBA

eeCBCBAaCbbA
kdt

d






       

                              
    

  2

2

2

1000

2100000

2

0

22

0

2

2

63

344326
8

1

eeCBA

eeCBCBAbCaaA
kdt

d






 

ცვლადთა განცალებისა და ინტეგრების შედეგად (3.9)-დან ვღებულობთ: 
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როგორც მიღებული შედეგიდან ჩანს, დროით ინტერვალში 0<t<<



 შესაძლებელია 

რელაქსაციური პროცესების უგულებელყოფა ,ხოლო არაწრფივობის ეფექტები 

ზეგავლენას მოახდენს მხოლოდ ფაზებზე. უფრო დიდ დროებზე  t 



   დისიპაციური 

პროცესები ხდება საგრძნობი. რხევის ამპლიტუდის კლების შედეგად არაწრფივი 

წევრების გავლენა ხდება უმნიშვნელო. შედეგად უნდა მივიღოთ წრფივი ბმული 

ოსცილატორების იძულებითი რხევები. თვისობრივი ანალიზით მიღებული ეს შედეგი 

კარგად დასტურდება რიცხვითი მეთოდების გამოყენებით მიღებული შედეგებით (იხ. 

ნახ. 3.2, ნახ.3.3). 

 

                          
                    
                      ნახ.3.2. მერხევი სისტემის (არაწრფივი ბმული ოსცილატორების)   
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                        რხევის ამპლიტუდის რხევის  სიჩქარეზე დამოკიდებულება მიღებული  

                       (3.1) განტოლების რიცხვითი ინტეგრების საშუალებით პარამეტრების  

                        შემდეგი მნიშვნელობისათვის:  10/ 22

0  , 5,0/  , 5,1/ 22  ,  

                        1/ 2 a , xy EE 2 , 3,00 A , 25,00 B , 25,00 C .     

                                  

 

                                
                            ნახ.3.3  მერხევი სისტემის (არაწრფივი ბმული ოსცილატორების)  

                               რხევის ამპლიტუდის დროზე დამოკიდებულება მიღებული (3.1)  

                               განტოლების  რიცხვითი ინტეგრების საშუალებით პარამეტრების შემდეგი  

                               მნიშვნელობისათვის: 10/ 22

0  , 5,0/  , 5,1/ 22  , 1/ 2 a ,  

                xy EE 2 , 3,00 A , 25,00 B , 25,00 C .         

 

ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევაში ნელაცვლადი ამპლიტუდების მეთოდის 

გამოყენება ხდება შეუძლებელი და სისტემის ქცევის აღწერისათვის აუცილებელია 

რიცხვითი მეთოდების გამოყენება. ძლიერი არაწრფივობის პირობებში სისტემაში 

შეიძლება წარმოიშვას დინამიური სტოქასტურობა. ამის გამო აუცილებელი ხდება 

გადასვლა დინამიური აღწერიდან სტოქასტურ აღწერაზე. დინამიურ სისტემაში 

მიმდინარე პროცესების აღწერისათვის მნიშვნელოვანი ხდება სტატისტიკური ცნებები: 

კოლმოგოროვის ენტროპია [36], უცნაური ატრაქტორის ფრაქტალური განზომილება 

[39-41]. ეს ცნებები, რომლებიც განმარტებით არიან სტატისტიკური, მჭიდროდ არიან 

დაკავშირებულნი სისტემის მექანიკურ მახასიათაბლებთან, კონკრეტულად ფაზური 

ტრაექტორიების ლოკალურ არამდგრადობასთან. ჩვენს მიზანს წარმოადგენს 

მოცემული ამოცანის პარამეტრების იმ მნიშვნელობების განსაზღვრა, რომლის დროსაც 

(3.1) განტოლებათა სისტემაში წარმოიშვება ქაოსი.  რიცხვითი გამოთვლების შედეგები 

მოცემულია  ქვემოთ (იხ ნახ.3.4, ნახ3..5), 
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                           ნახ.3.4. მერხევი სისტემის (არაწრფივი ბმული ოსცილატორების)   

                           რხევის ამპლიტუდის დროზე დამოკიდებულება მიღებული  (3.1)   

                           განტოლების რიცხვითი ინტეგრების საშუალებით პარამეტრების შემდეგი   

                          მნიშვნელობისათვის: 10/ 22

0  , 5,0/  , 5,1/ 22  , 1/ 2 a ,  

             xy EE 2 , 30 A , 5,20 B , 5,20 C .      

                            
                                    

                            

                        
              ნახ. 3.5. კორელაციური ფუნქიის ფურიე სახე, მიღებული (3.1)       

                              განტოლების ინტეგრებით პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობისათვის: 

               10/ 22

0  , 5,0/  , 10/ 22  , 1/ 2 a , xy EE 2 , 30 A ,  

               5,20 B , 30 C . 
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    ქაოსის არსებობის დადასტურებისათვის, აუცილებელია ამონახსნების 

კორელაციური ფუნქციის შესწავლა. 

    კოლმოგოროვის ენტროპიის განსაზღვრისათვის ვისარგებლოთ კორელაციური 

ფუნქციის:           ( ) ( ) ( )xG x t x t                                                               (3.11) 

ფურიე-გარდაქმნით, სადაც  
0

( ) ( ) ( ( ) ( ) )l i m
T

T

x t x t x t x t d t 


       ნიშნავს დროით 

საშუალოს 
c  - კორელაციის დროს, რომელიც დაკავშირებულია კოლმოგოროვის 

ენტროპიასთან თანაფარდობოთ /1~0h .   როგორც რიცხვითმა გამოთვლებმა 

გვიჩვენეს, კორელაციის სიგრძის სიდიდე ტოლია 141083,0/1  C
წმ. რიცხვითი 

გამოთვლების შედეგები მოყვანილია ნახ.3.6.-ზე. 

     სისტემის ფაზური სივრცის ფრაქტალური განზომილების დასადგენად 

ვისარგებლოთ გრასბერგერ-პროკაჩიას ალგორითმით [39-41]. 

     ალგორითმის არსი მდგომარეობს შემდეგში. დავუშვათ ჩვენ მივიღეთ 

განტოლებების რიცხვითი ამოხსნით მდგომარეობის ვექტორების კრებული 

 , 1,2,..ix i N , რომლებიც შეესაბამებიან დიფერენციალური განტოლების ინტეგრების 

თანმიმდევრულ ნაბიჯებს. თუ წინასწარ ავირჩევთ მცირე   -ს, შეიძლება გამივიყენოთ 

ჩვენი მონაცემების კრებული შემდეგი ჯამის შეფასებისათვის 
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სადაც    - ხევისაიდის ფუნქციაა:   
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გრასბერგერ-პროკაჩიას ალგორითმის თანახმად, თუ ვიცით )(C  , შეიძლება 

განვსაზღროთ უცნაური ატრაქტორის ფრაქტალური განზომილება შემდეგი 

ფორმულით: 
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

                                          (3.13)                           

ჩავატაროთ  )(C -ს გაანგარიშება სხვადასხვა   -თვის და შედეგები წარმოვადგონოთ 

კოორდინატებში )(Log  და ))(( CLog . 

      სავარაუდო დამოკიდებულებას  )(C  აქვს სახე 
D  ასე, რომ მიღებული გრაფიკი 

უნდა იყოს წრფე კუთხური კოეფიციენტით D . რიცხვითი გამოთვლის შედეგები 

მოყვანილია ნახ. 3.6.  
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                      ნახ. 3.6. )(C  დამოკიდებულება )log( . შედეგი მიღებულია(3.1) სისტემის 

                      რიცხვითი ინტეგრებით და (3.12),(3.13) ფორმულების გამოყენებით  

                       პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობებისათვის: 10/ 22

0  , 5,0/  , 

           10/ 22  , 10/ 2 a , xy EE 2 , 30 A , 5,20 B , 30 C       

                                                                     

მიღებული გრაფიკი იძლევა საშუალებას განისაზღვროს ფრაქტალური განზომილება:      

( ( ))
2,4

( )

Log C
D

Log






 


 

 

 

 

 

                    3.3. კუნის მოდელის ინტეგრებადობის პირობები       

     ჩვენს შემდგომ ამოცანას წარმოადგენს იმ პირობების დადგენა, რომელთა 

შესრულებისას  (3.1)განტოლებათა სისტემა იქნება ზუსტად ინტეგრებადი. ადვილი 

დასანახია, რომ გარეშე ველისა და დისიპაციის არარსებობის პირობებში, 

(3.1)განტოლებათა სისტემის შესაბამის ჰამილტონიანს აქვს შემდეგი სახე: 

                   
22 2

2 2 4 4 3 3 2 20 ( ) ( ) ( )
2 2 2 4 2

x y a c
H x y xy x y b xy yx x y


              (3.14) 

ცვლადთა განცალების მიზნით შემოვიტანოთ ახალი კოორდინატები: 

                    1 2

1 2

x q q

y q q

 


 

                                       

შედეგად  (3.14)-დან ვღებულობთ:                                         

                

4 4
2 2 2 4 2 2 2 2 21 1

1 2 1 1 2 1 2 1 2

4 4

4 2 2 2 22 2

2 1 0 2 0

2 3
2 2

2
2 2

aq cq
H q q q bq q aq q cq q

aq cq
bq q q

 

 

         

    

  3.15) 
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იმისათვის, რომ ამოცანა იყოს ინტეგრებადი, ადვილი დასანახია რომ, საჭიროა 

შესრულდეს შემდეგი პირობა: ac 3 . ამ პირობის შესრულების შემთხვევაში 

განცალებული ჰამილტონიანი ჩაიწერება შემდეგი სახით:  

                           
2 4 2

1 1 1 1 1

2 * 4 * 2

2 2 2 2 2

H q Bq Aq E

H q B q A q E

   

   
                           (3.16)                                                        

სადაც             2

0

4
,

2

a b c
B A  

 
   , 

                   * * 2

0

4
,

2

a b c
B A  

 
    .                      

შედეგად  
1q  ცვლადის მიმართ გვექნება შემდეგი დიფერენციალური განტოლება:  

                   4 21

1 1 1

dq
E Bq Aq

dt
           

ფესქვეშა გამოსახულების ფესვებისთვის გვექნება: 

                   
1(1,2)

2

12
4

.
2

A A BE
q

B

 



.  

ამის გათვალისწინებით ჩვენი დიფერენციალური განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                    

2 2

1 12 21

1 1

2 2

1 12 2

1 1

4 4
( )

2 2

4 4
.

2 2

A A BE A A BEdq
B q q

dt B B

A A BE A BE A
B q q

B B

     
      
   
  

     
    
  
  

   (3.17)  

ჩვენი მიზანია ვეძებოთ (3.16) განტოლების ამოხსნა ელიფსურ ფუნქციებში [42-45], 

ამისათვის შემოვიღოთ აღნიშვნები: 

                         
2 2

1 1

1 2

4 4
, .

2 2

A A BE A BE A

B B
 

   
   

ამ აღნიშვნების გათვალისწინებით (3.16)  განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                          2 21

1 1

1 21 2

1 1 1
1 1

dq
q q

dtB   

  
    

  
                   (3.18)                                   

ადვილი დასანახია, რომ (3.16)  განტოლება შეიძლება დაყვანილ იქნეს შემდეგ 

კანონიკურ სახეზე: 

                       ' 2 2 2 21

1 1(1 )(1 ) ,
dq

k q k q
dt

    

სადაც   k   და k   კოეფიციენტები უნდა აკმაყოფილებდნენ პირობას: 

                    2 21k k    

ამ უკანასკნელ თანაფარდობას ჩვენს აღნიშვნებში ექნება შემდეგი სახე: 

                      
2 1

1 1
1

 
   ,  

                       
2

1

2 2

1 1

( 4 ) 22
.

4 4

A A BE BB

A BE A A A BE

  


   
 

ეს ტოლობა ენერგიის მნიშვნელობას დაადებს შემდეგ პირობას: 
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                     2 2

1 2 4E B B A    

გამოვთვალოთ კოორდინატის დროითი წარმოებულის წინ მდგომი კოეფიციენტი: 

                     

   2 2
1 2 1

1 1

1 1 1
.

4 4

2 2

B EA A BE A BE A
B

B B

 
 

   

 

შედეგად განტოლება ღებულობს შემდეგ სახეს: 

                     2 2 2 21

1 1

1

1
(1 )(1 )

dq
k q k q

dtE
    

აქ:                            2 2

2 2

1 1

2 2
, .

4 4

B B
k k

A A BE A BE A
 

   
 

ანალოგიური გამოთვლები   კოორდინატისთვის მოგვცემს: 

                            2 4 2

2 2 2 2* *E q B q A q    

                                      4 22

2 2 2

dq
E Bq Aq

dt
    

                                       2 2 2 22

2 2

2

1
(1 * )(1 * ) ,

dq
k q k q

dtE
                                 

სადაც:         2 2

2 2

2 2

2 * 2 *
* , * .

* * 4 * * 4 * *

B B
k k

A A B E A B E A
 

   
  

ამრიგად მივიღეთ შემდეგ დიფერენციალური განტოლებები  
1q  და 

2q   

კოორდინატებისათვის: 

                     

2 2 2 21

1 1

1

2 2 2 22

2 2

2

1
(1 )(1 ) ,

1
(1 * )(1 * )

dq
k q k q

dtE

dq
k q k q

dtE

  

  

         

პირველ განტოლებაში განვაცალოთ ცვლადები და ვაინტეგროთ: 

                   1

1 1
2 2 2 2

01 1(1 )(1 )

t
dq

E dt E t
k q k q

 
 

   

შედეგად მივიღებთ გამოსახულებას, რომელიც არაცხადი სახით განსაზღვრავს 

ფუნქციას 
1( )q t . თუ მოვახდენთ მიღებული გამოსახულების შებრუნებას, შედეგად 

მივიღებთ საბოლოო ამონახსენს ელიფსური ფუნქციის სახით [43-45]:   

                            
1 1( ) ( , ) .q t sd k E t                                                  

თავის მხრივ მოცემული იაკობის ელიფსური ფუნქცია შეგვიძლია წარმოვადგინოთ 

შემდეგი სახით: 

                            
2 2

( , ) ( , ) / ( , )

( , ) 1 ( , )

sd k t sn k t dn k t

dn k t k sn k t



 
 

სადაც sn (k,t)  იაკობის სინუსია [14-16]. 

ანალოგიურად გვექნება მეორე კოორდინატისთვისაც: 
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                             2

2 2

2

( *, )
( ) ( *, )

( *, )

sn k E t
q t sd k E t

dn k E t
   

მაშასადამე მივიღეთ შემდეგი ამოხსნები:  

                         

1

1 1

1

2

2 2

2

( , )
( ) ( , ) ,

( , )

( *, )
( ) ( *, )

( *, )

sn k E t
q t sd k E t

dn k E t

sn k E t
q t sd k E t

dn k E t

 

 

                 (3.19)                                 

მიღებულ ამონახსნებზე დაყრდნობით შევაფასოთ არის თუ არა სამართლიანი 

დისიპაციური წევრის უგულებელყოფა. ამისათვის  გავითვალისწინოთ,            რომ  

dn(k, E t) და sn(k, E t)  ელიფსური ფუნქციების პერიოდები არის 4K(k) , სადაც K(k)  

სრული ელიფსური ინტეგრალია [43,44] . ამისათვის შევადაროთ მიღებული ამონახსნის 

პერიოდი T=4K(k)  დროის მახასიათებელ მაშტაბს, რომელზეც საგრძნობი ხდება 

დისიპაციური პროცესები. (1.9)-ს გათვალისწინებით მივიღებთ, რომ დისიპაციური 

პროცესები შეიძლება უგულვებელყოთ თუ სამართლიანია შემდეგი უტოლობა: 4K(k)>> 




.. 

   როგორც ვხედავთ, გარკვეული პირობების შესრულების შემთხვევაში ამოცანა არის 

ზუსტად ინტეგრებადი. ვნახოთ რას გამოიწვევს განხილვაში გარე ველის და 

დისიპაციური წევრის ჩართვა, გაჩნდება თუ არა სისტემაში ქაოსი? ამ საკითხის 

გარკვევა შეიძლება მელნიკოვის კრიტერიუმის შესწავლით [44,45], რომლის 

მეშვეობითაც შეიძლება დავადგინოთ არაწრფივი დინამიკის ერთ-ერთი საინტერესო 

ობიექტის - ჰომოკლინური სტრუქტურის არსებობა ან არარსებობა. ეს უკანასკნელი 

შეიძლება არსებობდეს როგორც დისიპაციურ, ასევე კონსერვატული სისტემების 

ფაზურ სივრცეში. ჰომოკლინური სტრუქტურის არსებობა საშუალებას გვაძლევს 

გავაკეთოთ დასკვნა სისტემაში ქაოსური დინამიკის არსებობის შესახებ., რაც თავის 

მხრივ გულისხმობს შემთხვევითი ყოფაქცევის მქონე ტრაექტორიათა კონტინიუმის 

არსებობას. მელნიკოვის კრიტერიუმი მდგომარეობს შემდეგში: თუ გვაქვს 

ერთგანზომილებიანი ინტეგრებადი ჰამილტონიანი EpxH ).(  , სადაც )(tXx   და 

)(tPp   არიან შეუშფოთებელი   ,p xx H p H    განტოლებების ამონახსნები, ხოლო  

f, g დროის პერიოდული ფუნქციებია  რომლებშიც გაერთიანებულია გარეშე ველი და 

დისიპაცია,   მცირე პარამეტრია, ( ( , , ) , ( , , ) )p xx H f x p t p H g x p t       სისტემის 

ავტონომიურობის დარღვევისას ქაოსი გაჩნდება იმ შემთხვევაში თუ ფუნქცია:   

                    ( ) [ ( , ) ( , , ) ( , ) ( , , )]X PH X P f X P t H X P g X P t dt




              (3.20) 

არის ნიშანცვლადი სადაც    არის დროის საწყისი მომენტის წანაცვლება. შედეგად 

(3.1), (3.19), (3.20)  ფორმულების გამოყენებით ვღებულობთ , რომ ჩვენს სისტემაში 

ქაოსის წარმოქმნის საკითხის შესწავლა დადის შემდეგი ფუნქციის ყოფაქცევის 

შესწავლაზე: 
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2

1 12

2

2 2 2

2 2

2 2 4

( ) [ cos( ) ( ) ( )]

( , ) ( , )
[ cos( ) ]

( , ) ( , )

( , ) ( , )
cos( )

( , ) ( , )

t q t q t dt

cn k t cn k t
t dt

dn k t dn k t

cn k t cn k t
t dt dt

dn k t dn k t


   

  


 

  


 









 

 

 
       

 

   
    

   

  
  

  





 

            (3.21) 

 

( )  ფუნქციის გრაფიკი მოცემულია ნახ.3.7.-ზე.  

  

                     
             
                    ნახ.3.7.   ( )  ფუნქციის დამოკიდებულება    დროის საწყისი მომენტის    

           წანაცვლებაზე. 

 

როგორც გრაფიკიდან ჩანს ( )   ფუნქცია არ არის ნიშანცვლადი ფუნქცია. ეს ფაქტი 

ადასტურებს, რომ მიუხედავად არაინტეგრებადობისა და ძლიერი არაწრფივობის, 

გარკვეული სიმეტრიის პირობებში სისტემაში არ ჩნდება ქაოსი. უფრო მეტიც , თუ 

სრულდება პირობა 4 ( )K k





  და შესაძლებელია დისიპაციის უგულებელყოფა, გარე 

ველის ზემოქმედების პირობებშიც კი სისტემა არის ინტეგრებადი. ამ შემთხვევაში 

ჩვენი ჰამილტონიანი ღებულობს შემდეგ სახეს : 

                  ( , , ) ( , ) ( ) ( , )o NLH x x t H x x H x V x t    

სადაც: 

                   

 2 2 4

0

2 2

2 2

1
, ,

2

( , ) cos( ) , ,

( , ) cos( ) , 1 .

NLH x Ax H Bx

V x t x t

V x t x t

 
 

  

  

  
 

  

               (3.22)                                  

x , x   - ელექტრონის კოორდინატი და იმპულსია, 0 - საკუთარი სიხშირე, B - 

არაწრფივი წევრის კოეფიციენტი,   - ცვალადი ველის ამპლიტუდის მოდულაციის  

სიხშირე. ელექტრონის ურთიერთქმედება ცვლად გარეშე ველთან შეიძლება 

ჩავთვალოთ მცირე შეშფოთებად. ცვლადთა კანონიკური გარდაქმნით გადავიდეთ ახალ 

ქმედება-კუთხე ( ,I ) ცვლადებზე: შემდეგი გარდაქმნების მეშვეობით: 
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   
1/ 2 1/ 2

2 / cos , 2I sinx I A x A     . შედეგად მივიღებთ  
0H I A . ჩავთვალოთ, 

რომ ადგილი აქვს რეზონანსის პირობას:      და გავასაშუალოთ  (3.22) 

ჰამილტონიანი სწრაფი ფაზით    [17].          

                  

2 2 22

4 4

0

1 2 2 3 3
cos

2 8 2

I I I
x d

A A A



 


     
       

     
 , 

                  

2

3

2
NL NL

I
H H B

A

 
   

 
 ,  

აქ გასაშუალოება ტოლფასია 2 / 2 /A     დროებზე გასაშუალოების. ეს მცირე დროა 

ამ განხილვაში. ხოლო 

               
2 2 1

( , ) cos cos( ) [cos( ) cos( )]
2

( )[cos( ) cos( )] ,

I I
V x t t t t

A A

V I t t

     

  

      

   

 

              
0( , , ) ( )cos ,NLH I t H V I     

               
0

NL

NLH AI H  ,       
23

/
2

NLH I A B ,       
1/ 2

( ) / 2V I I A  

აქ შემოყვანილია ნელაცვლადი ფაზა:  t     , რომელიც 2 /    დროის 

განმავლობაში უმნიშვნელოდ იცვლება. რადგან  At   , ეს შეესაბამება 

რეზონანსს: A . სწრაფი   ფაზით გასაშუალოება შეესაბამება 2 / A     მცირე 

დროებზე გასაშუალოებას. ამ დროებზე    მცირედ იცვლება, ამიტომ  

                
0( , ) ( , ) cos ( )cos

2

I
V x t V I V I

A
           , 

                
0( , , ) ( , ) ( , )NLH x p t H I H V I      , 

                
0

NL

NLH AI H  . 

მოძრაობის განტოლებებს ექნებათ შემდეგი სახე: 

                          

( , ) ,

( ) ( , ) .

I V I

I V I
I

 


   


  


  

 

 

რეზონანსის პირობა სრულდება გარკვეული  
0I -თვის, რომლის მნიშვნელობა 

გამოითვლება იმავე რეზონანსის პირობიდან: 
0( )I   , სადაც        

            0( ) 3 ,
NL

NLH H I
I A A B

I I A


  
      

  
  

ხოლო ქმედების რეზონანსული მნიშვნელობა  
0I  გამოითვლება ტოლობიდან: 

                        03 0
I

A B
A

    

გადახრა ქმედების რეზონანსული მნიშვნელობიდან: : 
0 0,I I I I I     , მხოლოდ ამ 

შემთხვევაში იქნება    ნელი ფაზა. 

თუ გავითვალისწინებთ ),( IV -ს გამოსახულებას, მაშინ მოძრაობის 

განტოლებები მიიღებენ შემდეგ სახეს:  
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( )sin ,

( )
( ) cos .

I V I

V I
I

I

 

   

 

 

 


 

გავშალოთ მწკრივად 
0

1
I

I


   ხარისხების მიხედვით და გავითვალისწინოთ  

რეზონანსის პირობა: 
0( ) 0I   , მაშინ განტოლებათა სისტემა მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                          

0

0( )sin ,

( )
cos .

I I

I V I

V I
I

I

 

   


  



   

 

შევაფასოთ გაკეთებული მიახლოებები: გვაქვს 
0 0 0( ) ~ ~ ,V I H I A   

0max 0

2

0 0 0

( ) /
1

V II I A

I I I

   

 


   


.   აქ     შემოყვანილია      არაწრფივობის 

უგანზომილებო  პარამეტრი: 0Id

dI A




 
  
 

  . არარაზონანსული წევრების გადაყრა 

შეიძლებოდა, თუ არაწრფივი რეზონანსის სიგანე:  
0( )V I A      და 

ფარდობითი სიგანე   

                            0 1
V I A

AA A

   


 
     . 

უნდა გავაერთიანოთ ორი ტოლობა  1



  და  1  , გვექნება: 

1/     ანუ 1/     . ამ უკანასკნელი უტოლობის გათვალისწინებით 

შევაფასოთ მეორე წევრი ფაზის განტოლებაში: 

            0 0 0 0 0

0

( ) / ( ) / /
1

/

V I I V I I AI I AI

I I I I I


    

    



 
     

      
 

მაშინ მოძრაობის განტოლებები მიიღებენ შემდეგ სახეს: 

                    0( )sin ,

.

I V I

I

 

 

 


 
                                    (3.23) 

ხოლო ჰამილტონიანს  ამ გაშლის შედეგების გათვალისწინებით ექნება შემდეგი სახე: 

                      
2

cos ,
2

H I V





                                      (3.24)        

სადაც:   0( )V V I ,  

0I I

d

dI






  . მოცემულi ჰამილტონიანი, რომელსაც უწოდებენ 

უნივერსალურს, შეიძლება ადვილად შევამჩნიოთ, რომ  ჰგავს საქანის ჰამილტონიანს, 

რომლის მასაა 1/  , ხოლო იმპულსი I   და რომელიც მოთავსებულია სიმძიმის 

ველში აჩქარებით ~g V  სიდიდე 1/  წარმოადგენს სისტემის ინერტულობის ზომას: 

რაც უფრო მეტია 1/  , მით უფრო ძნელია დატუმბვის მეშვეობით სისტემის 

რეზონანსიდან გამოყვანა და პირიქით. თუ გავითვალისწინებთ, რომ კლასიკურ 

მექანიკაში საქანის ამოცანა იხსნება ზუსტად, მაშასადამე ჩვენი ამოცანა დავიდა 
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ზუსტად ამოხსნად ამოცანაზე. აქედან გამომდინარე ამონახსნი ქმედებისათვის 

შეგვიძლია დავწეროთ პირდაპირ: 

               
0 0 0( ( )) / ( ( ( ) / ; ) ( )I E V I dn E V I t k E V I    

             (3.25) 

(პერიოდით 2K(1/k)); 

              
0 0 0( ( )) / ( ( ( ) / ;1/ ) ( )I E V I cn E V I t k E V I    

            (3.26) 

(პერიოდით 4K(1/k));); 

სადაც E - ენერგიაა, cn   და   dn   იაკობის ელიფსური ფუნქციებია (ელიფსური 

კოსინუსი და დელტა),  K(k)  – მეორე გვარის სრული ელიფსური ინტეგრალი. როცა   

)( 0IVE   , ან 1k , ეს ორი ამონახსნი ერთმანეთს უახლოვდება და ღებულობს 

ინსტანტონის სახეს: 

                        
0 02 ( ) / / ( 2 ( ) / )I I V I ch V I t    

     

 

 

 

                       3.4. კვანტურ-მექანიკური განხილვა 

     წინა პარაგრაფის ბოლო ნაწილში ჩვენ შევძელით გვეჩვენებინა, რომ გარეშე ველის 

ზემოქმედების ქვეშ მყოფი კუნის მოლეკულის შესწავლა ურთიერთქმედების 

პოტენციალის გარკვეული სიმეტრიის შემთხვევაში ექვივალენტურია უნივერსალური 

ჰამილტონიანის შესწავლის (იხ.(3.24)). 

     ამ პარაგრაფის მიზანია ამოცანის კვანტურ-მექანიკური განხილვა  

     დავწერთ რა შრედინგერის სტაციონარულ განტოლებას 

                    nnn EH  


 ,                                                                                     (3.27)                                                                                            

სისტემის კუნის მოლეკულა + დატუმბვა უნივერსალური ჰამილტონიანისათვის 

                   VH 







2

2


,      2coslV  ,                           (3.28)    

ვღებულობთ განტოლებას, რომელიც ფორმით ემთხვევა მათიეს განტოლებას [18]: 

                  
2

2
( ( , )) 0n

n n

d
E V l

d





                                     (3.29)                 

აქ შემოტანილია განუზომელი სიდიდე 



2

8


n

n

E
E  , სადაც l   არის დატუმბვის 

განუზომელი ამპლიტუდა, 
( )d I

dI


    არის არაწრფივი რხევის სიხშირის  ( )I  

წარმოებული  I  ქმედებით. 

     მათიე-შრედინგერის განტოლების დამახასიათებელ თავისებურებას წარმოადგენს 

საკუთარ მნიშვნელობათა ( )nE l   და საკუთარ ფუნქციათა   ( , )n l  სპექტრის 

სპეციფიკური დამოკიდებულება l   პარამეტრზე [47].  ( , )E l  სიბრტყეზე, რომელზედაც 

მოცემულია ამოცანის სპექტრალური მახასიათებლები, ეს სპეციფიკურობა ვლინდება 

გადაგვარებული G
 არეებისა და გადაუგვარებელი მდგომარეობების არეეების 

მონაცვლეობაში (იხ. [48],). ამ არეებს შორის საზღვრები გადიან ენერგეტიკული 

თერმების ( )nE l   განშტოების წერტილებზე. 
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     დავუშვათ, რომ დატუმბვის ამპლიტუდა მოდულირებულია ნელადცვლადი 

ელექტრომაგნიტური ველით. მოდულაციის გავლენა შეიძლება გავითვალისწინოთ, თუ 

შრედინგერის განტოლებაში (3.3) მოვახდენთ შეცვლას 

                          
0( ) cosl t l l t  ,                                 (3.30)                                     

სადაც l  არის მოდულაციის ამპლიტუდა განუზომელ ერთეულებში,   -მოდულაციის 

სიხშირე. 

      ჩვენ ვგულისხმობთ, რომ ( )l t   ნელ ცვლილებას შეუძლია მოიცვას განშტოების 

წერტილების რაღაც N   რაოდენობა სეპარატრისის ხაზის მარცხნივ და მარჯვნივ 

(იხ.[48] ). არ ჩავუღრმავდებით დეტალებს და მხოლოდ ავღნიშნავთ, რომ ( ,E l ) 

სიბრტყეზე სხვადასხვა არეებს შეესაბამებიან სხვადასხვა საკუთარი ფუნქციები. 

დეტალები შეიძლება ვნახოთ [48]-ში. ( )l t  პარამეტრის მოდულაციის გამო სისტემა 

გადავა ერთი არედან მეორეში, გაივლის რა განშტოების წერტილებს. 

    ამგვარად გარკვეული პირობების შემთხვევაში: 1) სისტემაზე მოქმედებს ამპლიტუდა 

მოდულირებული ელექტრული ველი,      2)              ურთიერთქმედების პოტენციალის 

კოეფიციენტები აკმაყოფილებენ გარკვეულ პირობებს, კერძოდ ac 3 , მაშინ ჩვენი 

ამოცანა ხდება სრულიად ანალოგიური [49]-ში შესწავლილი ამოცანის. აღნიშნულ 

ნაშრომში ნაჩვენები იყო, რომ არაპირდაპირი გადასვლების ხარჯზე ხდება გარეშე ველი 

ენერგიის შთანთქმა და ყალიბდება კვანტური ქაოსი. 

    ყოველივე ზემოთქმულის საფუძველზე შეიძლება დავასკვნათ, რომ არაწრფივ 

გიროტროპულ გარემოზე ამპლიტუდა მოდულირებული ველის ზემოქმედებისას 

მოსალოდნელია კვანტური ქაოსის ჩამოყალიბება. 

 

    

 

                  3.5. კუნის მოდელის განზოგადება. ურთიერთქმედ 

                              ოსცილატორთა ჯაჭვი.  

     ჩვენ შემდგომ ამოცანას წარმოადგენს კუნის არაწრფივი მოდელის განზოგადება N  

ოსცილატორისაგან შემდგარი ჯაჭვის შემთხვევაში. ჩვენი მიზანია არაწრფივი 

გიროტროპული გარემო წარმოვადგინოთ, როგორც ურთიერთქმედ არაწრფივ 

ოსცილატორთა ერთობლიობა. საკითხი, რომელიც ჩვენ გვაინტერესებს არის შემდეგი: 

როგორ გავრცელდება ასეთ გარემოში საწყისი შეშფოთება და ახასიათებს თუ არა 

სისტემას სოლიტონური ამონახსნები? 

     ადიაბატურ მიახლოებაში  N  ოსცილატორისაგან    შემდგარ ჰამილტონიანს ექნება 

შემდეგი სახე: 

       2 2

2 4 2 2 3 30

1 1 1 1( )
2 2 4 2

n

n n n n n n n n n n

n n

P a c
H x x x x x x b x x x x


    

   
         

  
 

     (3.31) 

ჩვენ ვიხილავთ ამოცანას ფიქსირებული სასაზღვრო პირობებით: 

                               
0 1 0 10 , 0 .N Nx x x x      

ადვილი დასანახია , რომ (4.1) ჰამილტონიანის შესაბამის მოძრაობის განტოლებებს 

აქვთ შემდეგი სახე: 

            
2 3 2 2 2 3

0 1 1 1 1 1 1

3 2

1 1

[ ( ) ( ) (3 )

( 3 )].

n n n n n n n n n n n n

n n n

x x ax x x c x x x x b x x x

b x x x

       

 

         

 
  (3.32) 
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შემდგომი გამოთვლების საწარმოებლად ხელსაყრელია შემოვიყვანოთ პაკეტური 

ფუნქცია ( ) ( 1) ( )i

i it x t     [50,51], რომელიც წარმოადგენს  i -ური კოორდინატის 

ფუნქციას. ვგულისხმობთ, რომ პაკეტური ფუნქცია არის  i -ინდექსზე გლუვად 

დამოკიდებული ფუნქცია. ეს საშუალებას მოგვცემს გადავიდეთ დისკრეტული 

ცვლადიდან ( )ix t   უწყვეტ ცვლადზე: ilx  , სადაც   l  არის მესერის პერიოდი. 

გამოვიყენოთ უწყვეტი ცვლადის ფუნქციის ტეილორის მწკრივად გაშლის ფორმულა: 

            
2 31 1

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) ...
2 6

x x x x x xx l x x l x l x l                         (3.33) 

(3.32) ფორმულის ჩასმით (3.33)-ში,   და უფრო მაღალი რიგის წევრების 

უგულებელყოფით, ვღებულობთ: 

            2 3 2 2

0( 2 ) (7 8 ) [ (6 2 ) ] (6 2 ) 0tt xx xa b b c b c                         (3.34) 

შემდგომი გამარტივების მიზნით დავუშვათ, რომ სისტემას გააჩნია გარკვეული 

სიმეტრია. კერძოდ, ვივარაუდოთ, რომ ანჰარმონიული წევრების კოეფიციენტები 

აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობებს: cba 3 . (3.34) განტოლების ამოსახსნელად 

გამოვიყენოთ მბრუნავი ტალღის მიახლოება )(RWA  [50,51]. კერძოდ, ამონახსენი 

ვეძებოთ შემდეგი სახით: ( , ) ( )cosx t x t     და უგულებელვყოთ   -ს ჯერადი 

არგუმენტების მქონე წევრები. შედეგად (4.4) გამოსახულებიდან მივიღებთ: 

                            2 2 3

0

3
( 2 ) 0

4
xxb                                 (3.35) 

ვაჩვენოთ, რომ (4.5) განტოლებას აქვს ზუსტი ანალიზური ამონახსენი, რომელიც 

წარმადგენს x  ცვლადის პერიოდულ ფუნქციას. ამისათვის (4.5) განტოლება 

გავამრავლოთ  
x

 -ზე და  ერთხელ ვაინტეგროთ. შედეგად მივიღებთ 

                        
2 2

2 4 20

1

2 3

8
x

b
C

  
  

 

  
   

 
                     (3.36) 

(3.36) განტოლების შემდგომი ანალიზისას ჩვენ ვიხემძღვანელებთ [51] ნაშრომით.  

       ვანორმიროთ ( )x   ფუნქცია მის მაქსიმალურ მნიშვნელობაზე: 

max

( )
, ( )m

m

x
f x


 


    და გადავწეროთ განტოლება ისეთი ფორმით , რომელიც 

ემთხვევა გარეშე ველში მოთავსებული ერთეულოვანი მასის მქონე ნაწილაკის ენერგიის 

შენახვის კანონს: 

                              
2

( )
2

xfH U f  ,                                        (3.37) 

სადაც,                    2 2 2

2

3
( ) (1 )( )

16
m

b
U f f C f


                                   (3.38) 

და                     
2 2

2 20
1

2 3
,

8
m m

b
C

  
 

 

  
  
 

      

                               1

2

2

.
3

8
m

C
C

b





 
 
 

                                       (3.39)                                                            

(3.37) განტოლების ამონახსნები დამოკიდებულია  2C  კონსტანტის მნიშვნელობაზე. 
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     ნაშრომში [51]  ნაჩვენები იყო, რომ 02 C  შემთხვევაში   ფუნქცია წარმოადგენს x  

ცვლადის მიმართ ოსცილირებად ფუნქციას, რომელიც ოსცილირებს მინიმალურ(-
m

  ) 

და მაქსიმალურ (
m

 ) მნიშვნელობებს შორის.       02 C  შეესაბამება სეპარატრისულ 

ამონახსნს, რომელიც წარმოდგენილია განმხოლოებული ლოკალიზებული ბრიზერით, 

რომლისთვისაც ( ) 0x  , როცა x .   მესამე შემთხვევა ( 02 C ) შეესაბამება 

ამონახსნს, რომელიც იცვლება არანულოვან მნიშვნელობებს 
max

  და 
min

   შორის.  

იმისათვის, რომ დაკმაყოფილდეს სასაზღვრო პირობები (ნულოვანი წანაცვლება 

0x  და 1 Nx  წერტილებში), საჭიროა ავიღოთ პირველი შემთხვევა ( 02 C ) [51], 

რადგან მხოლოდ ამ შემთხვევაში შეიძლება სასაზღვრო პირობების დაკმაყოფილება. ამ 

ოსცილირების სივრცული პერიოდი მოიცემა შემდეგი გამოსახულებით [22]: 

                             
11

0

/ 4
df

df
dx



 
  

 
                                      (3.40) 

ნულოვანი სასაზღვრო პირობა 1 Nx  წაერტილში კმაყოფილდება ავტომატურად, 

თუ ნახევარტალღა 2/   არის შემდეგი განტოლების ამონახსნი  1)2/(  Nn , სადაც 

Nn ,..,2,1,0 . (3.40) დისპერსიული თანაფრდობა განსაზღვრავს    სიხშირეთა სპექტრს, 

როგორც n -ის და  
m

 -ს ფუნქციას. თუ (3.37)-დან გამოვსახავთ 
x

f -ს და ჩავსვავთ (3.40)-

ში, ახალ ცვლადზე: fsin  გადასვლის შედეგად (3.40) მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                   
/ 2

2 2

2 2 1/ 2

0

2 3 1
( , ) ( )

16 2(sin )
m m

d b N
I r

nr




 
  


 

                (3.41) 

აქ ჩვენ გავაკეთეთ ჩასმა:   nN 2/)1(4/     და შემოვიტანეთ აღნიშვნა 

კოეფიციენტი 2

2 Cr  . (3.37) და (3.41)  ფორმულების გამოყენებით სივრცული 

პროფილის ფუნქციისათვის საბოლოოდ ვღებულობთ: 

                      

arcsin( / )

2 2 1/ 2

2

1
( )

(sin )3

16

m

o

m

d
x t

rb

 








 ,                     (3.42) 

როგორც ზემოთ იყო აღნიშნული, ბრიზერის ტიპის ამონახსნი შეესაბამება პირობას  

02 r . ეს პირობა ფაქტიურად განსაზღვრავს ბრიზერის სიხშირეს როგორც 

ამპლიტუდის ფუნქციას: 

                      
2 2 2

0

3
2

8
B m

b
                                           (3.43) 

თუ (3.43) გამოსახულებაში გავითვალისწინებთ პირობას 02 r , შედეგად მივიღებთ: 

                      
/ 2

2 arcsin

1
( )

sin3

16

o f

m

d
x f

b









  ,     x0  ,                                                                       

ამ გამოსახულების ინტეგრებით საბოლოოდ ვღებულობთ:  

                     
1 23

( ) cosh
16

B m m

b
x x  




 

   
 

                            (3.44) 

(3.43) და (3.44) ფორმულებზე დაყრდნობით შეიძლება დავასკვნათ, რომ არაწრფივ 

გიროტროპულ გარემოში აგზნებები, რომელთა გავრცელების სიხშირე   განისაღვრება 

ფორმულით (3.43), გავრცელების პროცესში დარჩება სივრცულად ლოკალიზებული.      
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                            3.6 კუნის მოდელის ოსცილატორებისაგან შემდგარი არაწრფივი   

                                                  ჯაჭვის იძულებითი რხევები 

 ამ პარაგრაფში ჩვენ განვიხილავთ იმ შემთხვევას, როცა განზოგადებული კუნის 

მოდელის აღმწერი განტოლება არ არის  ზუსტად ინტეგრებადი. აღნიშნული მოდელის 

არაწრფივობიდან გამომდინარე მოსალოდნელია, რომ სისტემას ჰქონდეს ქაოსური 

ამონახსნები. ნაჩვენები იქნება, რომ მიუხედავად ინდივიდუალური ოსცოლატორების 

ქაოსური დინამიკისა, ასეთ ოსცილატორთა ჯაჭვი ინარჩუნებს კოჰერენტულობას. 

 ამ შემთხვევაში როცა გვაქვს კუნის ოსცილატორთა ჯაჭვი, სისტემის 

აღმწერ ჰამილტონიანს , როგორც წინა პარაგრაფში იყო მოცემული აქვს (3.31) სახე: 
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ჩვენი მიზანია ჩავატაროთ აღნიშნული განტოლებათა სისტემის რიცხვითი 

ანალიზი ანჰარმონიული cba ,,  კოეფიციენტების იმ მნიშვნელობებისათვის, რომელთა 

შესაბამისი ჰამილტონოანი არ არის ზუსტად ინტეგრებადი. ჩვენ განვიხილავთ 

შემთხვევას, როცა აღნიშნული გიროტროპიული გარემო განიცდის გარეშე 

ელექტრომაგნიტური ველის ზემოქმედებას და გავითვალისწინებთ ენერგიის 

დისიპაციას (შთანთქმის ფენომენოლოგიური კოეფიციენტის შემოყვანით [52]). 

ზემოთქმულის გათვალისწინებით, აღნიშნული სისტემის მოძრაობის განტოლებას 

ექნება შემდეგი სახე: 
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                           (3.45) 

სადაც,   შთანთქმის ფენომენოლოგიური კოეფიციენტია, )(tg  გარეშე ძალა და 

n,1  კრონეკერის სიმბოლო. 

მოცემულ განტოლებათა სისტემის რიცხვითი ანალიზი ჩატარებული იქნა ორი 

ტიპის გარეშე ძალისათვის. პირველ შემთხვევაში გარეშე ზემოქმედება იყო 

ჰარმონიული ანუ )cos()( ttg   ფორმის, ხოლო მეორე შემთხვევაში პერიდული 

იმპულსური ფორმის, რომლის პარამეტრები მოცემულია ნახ. 3.8-ზე. 

                          
           ნახ.3.8  სისტემაზე მოქმედი გარეშე პერიოდული ძალა T/2 , T  

 
 მეორე შემთხვევაში სიტემა იმყოფება პოლიქრომატული დატუმბვის ზემოქმედების 

ქვეშ:  
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                                         


 


0

/1

/1

cos
n k

tk
T

Tnt





 ,           

T

2
 ,                      (3.46) 

და ამ შემთხვევაში შესაძლოა ადგილი ჰქონდეს არაწრფივი რეზონანსის მოვლენას [53]. 

 როფორც რიცხვითმა გამოთვლებმა გვიჩვენეს, ორივე შემთხვევაში ამოხსნები 

არის ქაოსური.(იხ ნახ.3.9 ნახ.3.10) 

 

                            
                           ნახ. 3.9.  (3.45) სისტემის რიცხვითი ინტეგრების შედეგად მიღებული    

                          )(13 tx გრაფიკი მონოქრომატული დატუმბვის დროს პარამეტრების   

                          შემდეგი მნიშვნელობისათვის: 0 =3.0,   = 0.1, a  = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0.    

 

                              
                         ნახ. 3.10  (3.45) სისტემის რიცხვითი ინტეგრების შედეგად მიღებული    

                          )(13 tx გრაფიკი პოლიქრომატული დატუმბვის დროს პარამეტრების   

                          შემდეგი მნიშვნელობისათვის: 0 =3.0,   = 0.1, a  = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0.    
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 კორელაციის    txtxG  )(  ფუნქციის ფურიე სახე       dGeG ti





0

 

მოცემულია ნახ. 3.11 -ზე. როგორც აღნიშნული ნახაზიდან ჩანს კორელაციის ფუნქიას 

აქვს სასრული სიგანე და მაშასადამე ადგილი აქვს ქაოსს.,  
 მოცემული სისტემის ფაზური სივრცის ფრაქტალური განზომილების დასადგენად 

ვისრაგებლეთ ზემოთ არწერილი გრასბერგერ-პროკაჩიას ალგორითმით. რიცხვითი 

გამოთვლის შედეგები მოცემულია ნახ. 3.12-ზე. ხოლო ფრაქტალური განზომილებისათვის 

მივიღეთ შემდეგი მნიშვნელობა: D4.229. 
 

                                    
                               ნახ. 3.11. კორელაციის ფუნქციის ფურიე სახე პოლიქრომატული    

                                 დატუმბვის შემთხვევაში პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობებისათვის    

                                 0 =3.0,   = 0.1, a = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0. 

 

                                  
                                    ნახ. 3.12. )(C  დამოკიდებულება მოცემულია ლოგარითმულ მაშტაბში   

                                    გრასბერგერ პროკაჩიას ალგორითმის გამოყენებით პოლიქრომატული   

                                    დატუმბვის შემთხვევაში პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობისათვის   

                                     0 =3.0,   = 0.1, a = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0. უწყვეტი ხაზი წარმოადგენს  

                                    უმცირეს კვადრატთა მეთოდით მიღებულ მონაცემთა დამუშავების  



 64 

                                    შედეგს. 

 

როგორც ამ პარაგრაფის შესავალში იყო აღნიშნული, ჩვენს მიზანს წარმოადგენს 

იმის  ნაჩვენები, რომ მიუხედავად ინდივიდუალური ოსცოლატორების ქაოსური 

დინამიკისა, ასეთ ოსცილატორთა ჯაჭვი ინარჩუნებს კოჰერენტულობას როგორც 

მთლიანი სისტემა. ამისათვის განვიხილოთ შემდეგი ფუნქცია [54]: 

                                            
 

 






N

ji

ji txtx
NN

tC
1,

)()(cos
1

2
)(  .               (3.47) 

რომელიც გვიჩვენებს მოცემულ ჯაჭვში )(txi  ოსცილატორების რხევათა 

კოჰერენტულობას. რიცხვითი გამოთვლების შედეგები მოცემულია ნახ.3.13-ზე. 

როგორც ნახაზიდან ნათლად ჩანს, )(tC  ფუნქციის ქაოსური ხასიათის მიუხედავად, 

სისტემა ინარჩუნებს კოჰერენტულობას იმდენად რამდენადაც )(tC  ფუნქცია არ ქრება 

[54]. 

 

                                   
                                  ნახ. 3.13 )(tC  დამოკიდებულება პოლიქრომატული   დატუმბვის 

                                    შემთხვევაში პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობისათვის   

                                     0 =3.0,   = 0.1, a = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0. 

 

კიდევ ერთი ფაქტი რაც ადასტურებს ცალკეულ ქაოტურად მერხევ 

ოსცილატორებს შორის კოჰერენტულობის არსებობას გახლავთ სისტემის ენერგიის 

დროზე დამოკიდებულება, რაც ნაჩვენებია ნახ.3.14-ზე. აღნიშნული )(tE  ენერგიის 

დროზე დამოკიდებულება მიღებულია (3.45) განტოლებათა სისტემის რიცხვითი 

ინტეგრების შედეგად. 
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                               ნახ. 3.14 )(tE  დამოკიდებულება პოლიქრომატული   დატუმბვის 

                                  შემთხვევაში პარამეტრების შემდეგი მნიშვნელობისათვის   

                                 0 =3.0,   = 0.1, a = 3.0,   b = 2.5, c = 2.0. 

 

 როგორც ნახ.3.14-დან ჩანს ენერგიის შთანთქმის შემდეგ, სისტემა ასხივებს 

ენერგიას და უბრუნდება ძირითად (არა აღგზნებულ ) მდგომარეობას. ამავე დროს 

ენერგიის მნიშვნელობის უეცარი ვარდნა ადასტურებს გამოსხივების 

კოჰერენტულობას. აღნიშნული მოვლენა უფრო დეტალურად განხილული იქნება 

შემდეგ პარაგრაფში. 

 

                               3.7.  რხევათა ფაზის კოჰერენტულობა და ენერგიის აღდგენა     

 როგორც წინა პარარაფში იყო ნაჩვენები ცალკეული ოსცილატორების რხევთა 

ამპლიტუდები )(txi დროის ქაოსურ ფუნქიას წარმოადგენენ. ეს განპირობებულია 

ოსცილატორებს შორის ურთიერთქმედების არაწრფივობით. აღნიშნული 

ურთიერთქმედება შეიძლება გათვალისწინებულ იქნას სვა სახითაც, კეძოდ 

გასაშუალოებული ველის მეთოდის გამოყენებით [55] ამ შემთხვევაში ოსცლატორთა 

ჯაჭვის ნაცვალად უნდა განვიხილოთ ერთი ოსცილატირი, რომელიც მოთავსებულია 

ჯაჭვში არსებული ოსცილატორების მიერ წარმოშობილ გასაშუალოებულ შემთხვევით 

გარეშე ველში. ამ შემთხვევაში  განტოლებათა სისტემას აქვს შემდეგი სახე: 

                                         ),()()( 2
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11 tqxxxxbt nnnnn   
 დროის შემთხვევითი 

ფუნქციებია. შემგომში ჩავთვლით, რომ  (3.48) განტოლებათა სისტემის ამონახსნები 

დროის შემთხვევითი  ფუნქციებია )()( txtxn  , რომლებიც უნდა მოვძებნოთ შემდეგი 

სახით:    

                                                



N

n

nnn tatx
1

)cos()(  ,                (3.49) 

  სადაც na  და n  შემთხვევითი ამპლიტიდები და ფაზებია, რომლებიც აღიწერებიან 

გარკვეული განაწილების ფინქციების მეშვეობით. 
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 ჩვენ დავიწყებთ (3.48) განტოლების განხილვას მარტივი შემთხვევიდან, როცა 

ყველა ამპლიტუდა ერთმანეთის ტოლია 0aan   და გავითვალისწინოთ 

გასაშუალოებული ველის გავლენა შემთხვევითად ცვლად ფაზაზე )(tn   . (3.49) 

განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                                                 ..)(exp
2

)( 0

0 cctti
a

tx                                                      (3.50) 

x  რხევათა ამპლიტუდის საშუალო სიდიდისა  და ფაზით მოდულირებული (3.50) 

რხევების კორელაციის გუნქციის    txtxG  )(  გამოთვლა დაიყვანება შემდეგი 

სიდიდეების გასაშუალოებაზე:  ie    ,    (i
e , სადაც  )(   t . მაგალითად  

                                               ..
2

00 ccee
a

x iti
 

              (3.51) 

დავუშვათ, რომ )(t  აღიწერება გაუსის განაწილების ფუნქციით: 

                                                0  , 

                                         deGtRtBtt i





 )()()( 00

2

0
.                                 (3.52) 

მაშინ  

                                   2/2
0 

 ee i
,           )(1( 0

2
0   Ri

ee


 ,             (3.53)    

და (3.50) განტოლების გასაშუალოებით მივიღებთ:  

                                       )cos( 0

2/

0

2
0 teax 

 ,              (3.54) 

                )2cos(1
2

0

2

022
2
0 te

a
x  

 .             (3.55) 

(3.50) ფაზით მოდულირებული რხევების ფლუქტუირებადი )()()( txtxt   

კომპონენტისათვის მივიღებთ:      

                                    
000

)(2/

2

0 2coscos1
2

),( 0
2

  tee
a

tttB
B

.          (3.56) 

როგორც (3.52) ~ (3.56) განტოლებებიდან ჩანს განხილულ შემთხვევაში, (3.50) ფაზით 

მოდულირებული რხევა არ წარმოადგენს შემთხვევით სტაციონარულ პროცესს, რადგან 

მისი სტატისტიკური მახასითებლები დროის ფუნქციებია. თუ ავღნიშნავთ (...) დროის 

მიხედვით გასაშუალოების ოპერაციას, მაშინ (3.56) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                                           
0

)(2/

2

0 cos1
2

)( 0
2

  B
ee

a
B .             (3.57) 

(3.54) განტოლების გათვალისწინებით, (3.50) ფაზით მოდულირებული რხევების 

სპექტრი შესდგება დისკრეტული მატარებელი 0   სიხშირეებისაგან, რომელთა 

ინტენსივობა 

                                                2/

2

0
2

2

 e
a

I ,                (3.58) 

და (3.57) განტოლების გათვალისწინებით ფლუქტუაციების უწყვეტი სპექტისაგან: 

                                            


  deeee
a

G
iiB )()()(2/

2

0 000
2

1
8

)(






   .           (3.59) 
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რადგან x  არაწრფივადაა დამკოიდებული  -ზე, ამიტომ  რხევების ამპლიტუდას )(tx , 

ზოგადად , აქვს განსხვავებული სახე )(t  მოდულირებული ხმაურის სპექტრთან  

შედარებით. ამ სიდიდეთა ბუნებაც განხვავებულია.. გავიხსენოთ, რომ )(tx  აღწერს 

ჯაჭვის ოსცილატორთა მიერ შექმნილ გასაშუალოებულ შემთხვევით ველში 

მოთავსებული ოსცილატორის ქაოსურ  რხევებს. გასაშუალოებული შემთხვევითი 

ველის გავლენა გათვალისწინებულია )(t  ხმაურში. წანა პარაგრაფში ნაჩვენები იქნა, 

რომ აღნიშნული სისტემა, როგორც მთლიანი ხასიათდებოდა კოჰერენტულობით 

(იხილეთ ნახ.3.12). ამიტომ სიდიდეები, რომლებიც აღწერენ ოსცილატორების ჯაჭვის 

კოლექტიურ რხევებს (მაგალითად გასაშუალოებული ველი)  უნდა ხასიათდებოდნენ 

ნაკლები ქაოტურობით, ვიდრე სიდიდეები, რომლებიც აღწერენ ცალკეული 

ოსცილატორის რხევებს. ეს ნიშნავს, რომ )(t  ხმაურის სიგანე უნდა იყოს უფრო ვიწრო 

ვიდრე (3.59) განტოლებით  მოცემული )(tx  ფლუქტუაციის უწყვეტი სპექტრის სიგანე. 

 დავუშვათ, რომ 0  სიდიდე აკმაყოფილებს შემდეგ პირობას: 

                                               12

0  .                                                                                          (3.60) 

მაშინ (3.59) განტოლებაში ფუნქცია )](exp[ 0 tB  სწრაფად ეცემა როდესაც t  სცილდება 

ნულოვან მნიშვნელობას. ვთქვათ, რომ 

                                              22

0
2

1
1)(  B ,                                                                        (3.61) 

მაშინ  

                                )1()( 222
00 1

 
 ee

B  ,       |)0(| 0

2 B ,                                                      (3.62)  

და (3.59) განტოლება მიიღებს შემდეგ სახეს: 

                                2
0

22
0

2
0

22
0 2/)(2/)(

2

0

24
)(






 

 eeG .                                           (3.63)     

ამრიგად ჩვენ ვაჩვენეთ, რომ )(G  (3.63) სპექტრი უფრო განიერია ვიდრე  (3.52) )(t  

სპექტრი. მართლაც  (3.52), (3.62), და  (3.63) განტოლებების თანახმად ჩვენ გვაქვს 

შემდეგი თანაფარდობები: 

                                      ~ ,     0~x ,    1~ 0 











x .                                          (3.64) 

 ამრიგად, როგორც (3.64) თანაფარდობებიდან ჩანს, (3.50) ფაზით მოდულირებულ 

ბმულ ოსცლატორთა სისტემას შეიძლება გააჩნდეს გარკვეული კოჰერენტულობა. 

აღნიშნული კოჰერენტულობა მჟღავნდება იმგვარად, რომ სიდიდეები, რომლებიც 

აღწერენ სისტემას როგორც მთლიანს (მაგალითად გასაშუალოებული ველი) 

ხასიათდებიან ნაკლები ქაოტურობით, ვიდრე ცალკეული ოსცილატორების რხევების 

დამახასიათებელი დინამიკური სიდიდეები. შედეგად ვღებულობთ (3.64) 

თანაფარდობებს. 

 გადავიდეთ ახლა უფრო ზოგადი (3.49) შემთხვევის განხილვაზე. ჩვენ ვაჩვენებთ, 

რომ, ზოგად შემთხვევაშიც, როცა na  ამპლიტუდები არ არინ ერთმანეთის ტოლი, მაშინ 

განაწილების )(xW  ფუნქცია არის გაუსის ტიპის. (3.49) შემთხვევითი პროცესის   )(xW  

განაწილების ფუნქციის განსაზღვრის მოსახერხებელი გზაა მისი მახასიათებელი 

ფუნქციის შეფასება: 

                                               ixe)( .                          (3.65)   
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(3.49) განტოლების ჩასმა უკანასკნელ თანაფრდობაში მოგვცემს შემდეგ გამოსახულებას: 

                                          












N

n

n

N

n

nnn atai
11

)(cosexp)(  ,                            (3.66) 

სადაც )( na  ერთი მოდის მახასიათებელი ფუნქციაა: 

                                           nnnnn dtaia 










 cosexp
2

1
)( .             (3.67) 

გამოვიყენოთ ქაოსური ფაზების მიახლოება [56] (3.67) გამოსახულების 

გამარტივების მიზნით. დავუშვათ, რომ ფაზები არინ განაწილებულნი თანაბრად, 

განაწილების ფუნქციის:  

                                           



2

1
nW ,    n .                        (3.68)    

შესაბამისად. (3.68) განტოლების გათვალისწინებით, (3.67) გამოსახულება მიიღებს 

შემდეგ სახეს: 

                                            nn aJa  0 .                (3.69) 

სადაც )(0 xJ  ნამდვილი არგუმენტის ნულოვანი რიგის ბესელის ფუნქციაა [57]. 

 (3.69) თანაფარდობიდან შეიძლება განვსაზღროთ )(xW განაწილების ფუნქცია 

ფურიე გარდაქმნის მეშვეობით: 

         


 dexW xi







2

1
)( ,.              (3.70) 

(3.6) განტოლებიდან გამომდინარეობს, რომ x  სიდიდე მოთავსებულია ინტერვალში: 

  AxA  ,                 (3.71) 

     



N

n

naA
1

.                                                                                            (3.72) 

ამრიგად  

      

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







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k x
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k
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

exp)( ,                (3.73) 

სადაც kc  კოეფიციენტები განისაზღვრება შემდეგი თანაფარდობიდან: 

                              
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



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
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
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A
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1
exp)(
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1
.            (3.74) 

უკანსკნელი თანაფარდობა ნიშნავს, რომ kc  კოეფიციენტები x  პროცესის 

მახასიათებელი ფუნქციაა   1
2


A  მამრავლის გათვალისწინებით. 

 ამრიგად განაწილების  )(xW  ფუნქციისათვის მივიღებთ: 

                                          
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
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
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cos21
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.                      (3.75) 

 დიდი N -თვის (3.75) განაწილების  )(xW  ფუნქცია იქნება გაუსის ტიპის [58]. 

 ამის დასამტკიცებლად, ჩვენ გვინდა უპირველეს ყოვლისა შემდეგი ფუნქციის 

განაწილების ფუნქციის ფორმულირება: 

      )()( 2/1 txNt  .                (3.76) 

სიმარტივისათვის ისევ დავუშვათ, რომ მოდების ამპლიტუდები ერთმანეთის ტოლია 

aan  . )(t  შემთხვევითი პროცესის მახასიათებელი ფუნქცია 
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      



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



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J N 

 0)( .                                                                             (3.77) 

ბესელის ფუნქცია გავშალოთ მწკრივად [57]: 
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.             (3.78) 

თუ გადავალთ ზღვარზე 1N , შედეგად მივიღებთ: 

       
   

N
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)(ln
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

  ,              (3.79) 
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 .              (3.80) 

 

ამრიგად (3.76) პროცესის )(xW  განაწილების ფუნქციას ექნება შემდეგი სახე: 

     
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1
1exp)( ,             (3.81) 

სადაც )(4 xH  ჰერმიტის პოლინომია [57]. 

 განაწილების ფუნქცია (3.81) უფრო თანაბარია ვიდრე გაუსის ფუნქცია. მაგრამ 

როცა 1N  განაწილების ფუნქცია )(W  გარდაიქმნება გაუსის ფუნქციად. შედეგად 

მივიღებთ: 

      









2

2

2
exp

2

1
)(



x
xW ,          (3.82) 

      
2

2
22 Na

N   .            (3.83) 

ამრიგად ჩვენ ვაჩვენეთ გაუსის პროცესის და (3.45) სისტემის ქაოსური 

ამონასხნების ანალოგია. კერძოდ, აღმოჩნდა, რომ ოსცილატორთა ჯაჭვის 

კოჰერენტული მდგომარეობა დაკავშირებულია ცალკე აღებული ოსცილატორის, 

რომელიც იმყოფება  სხვა ოსცილატორების მხრიდან მოქმედი ეფექტური 

გასაშუალოებული ველის ზემოქმედების ქვეშ, ფიზიკურ მახასიათებლებთან, თუ (3.64) 

პირობა შესრულებულია გასაშუალოებული ველის ფიზიკური მახასიათებლებისათვის, 

მაშინ ოსცილატორთა ჯაჭვის კოლექტიური რხევები ნაკლებად ქაოტური იქნება ვიდრე 

ცალკე აღებული ოსცილატორის რხევები. ამ შემთხვევაში წარმოშობილი მდგომარეობა 

ნაჩვენებია ნახ.3.10, ნახ.3.11, ნახ.3.12. როცა )(txi  ცალკეული ამონახსნები სრულიად 

ქაოსურია, )(tC  სიდიდე, რომელიც ახასიათებს ჯაჭვის კოჰერენტულობას არ 

მიისწრაფვის ნულისაკენ (იხილეთ ნახ.3.13). რაც ნიშნავს, რომ ჯაჭვი არის კოჰერენტულ 

მდგომარეობაში [59-62]. 

  იმისათვის რათა უკანასკნელი მტკიცება გავხადოთ უფრო დამაჯერებელი, ჩვენ 

ვაჩვენებთ, რომ (3.45) სისტემის ამონახსნების წარმოდგენა, როგორც (3.49) სახით 

მოცემული გაუსის პროცესი იძლევა ნახ.3.14-ზე ნაჩვენები შედეგების ახსნას, ანუ 

 )(),( txtxH ii
  სისტემის ენერგიის გამოსხივებისა და აღდგენის კოჰერენტულ 

მონაცვლეობას. ცხადია, რომ თუ ცალკეული ოსცილატორების )(txi  ამონასხნები 

განხილულია, როგორც გაუსის პროცესი, მაშინ აღნიშნული სისტემის ჰამილტონიანი, 
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როგორც )(txi  და მისი წარმოებულის )(txi
  ფუნქცია, უნდა ხასიათდებოდეს იგივე 

თვისებით. მაშასადამე, სისტემის ენერგია უნდა იყოს ჩაწერილი შემდეგი სახით: 

       )()( 0 tVEtE  ,                (3.84) 

სადაც 0E  არის ნულოვანი რხევების შესაბამისი ენერგია, ხოლო )(tV  

ანჰარმონილულობის შედეგი. დავუშვათ, რომ )(tV  დამოკიდებულებას (3.49) 

თანაფარდობის ანალოგიური სახე აქვს: 

                                            
n

tiw

n cceWtV n ..)( ,               (3.85) 

სადაც nW  გაუსის განაწილების ფუნქციაა. 

 იმისათვის რათა ავხსნათ ნახ.3.14-ზე მოცემული რიცხვითი შედეგები, ჩვენ 

ვისარგებლებთ  სრული და ნაწილობრივი კვანტური ენერგიის აღდგენის ასახსნელად 

გამოყენებული მეთოდით [63-65]. ამისათვის დავუშვათ, რომ (3.85) განტოლებაში  

ნირმირებული განაწილების nW  წონით კოეფიციენტს აქვს ძირითადი მაქსიმუმი, როცა 

1n  და სიგანე n , რომლებიც აკმაყოფილებენ შემდეგ პირობას: 1 nn . ამ 

შემთხვევაში n  მოცემული სისტემის სიხშირეები გლუვად არიან დამოკიდებულნი  n  

ინდექსზე და ჩვენ შეგვიძლია გადავიდეთ )(n  უწყვეტი ფუნქციის განხილვაზე. 

ზემოთაღნიშნული პირობების გათვალისწინებით )(n ფუნქცია შეგვიძლია გავშალოთ  

n  არგუმენტის  ხარისხოვან მწკრივად:  

                                         ....
22

)()(
2

2

2

1

1  nn
T
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T
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 ,           (3.86) 

სადაც 
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 ,             (3.87) 

1k  იღებს იმ ნიშანს, რა ნიშანიც აქვს   nk  ფუნქციის k -ური წარმოებულს. (3.86) 

და (3.87) განტოლებების გათვალიწინებით, (3.85) განტოლებას ექნება შემდეგი სახე: 

                                          tStnieW
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exp  ,                                                                 (3.88) 
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(3.89) განტოლების ყოველი წევრი შეიცავს ფაზურ მამრავლს, რომელიც წარმოადგენს 

შემდეგი სახის წევრების ნამრავლს: 

                                          
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ამ წევრების მნიშვნელობა დამოკიდებულია კონკრეტული დროის ინტერვალზე. 

პროცესის საწყის ეტაპზე ე.ი. t  დროებზე, რომლებიც 1T  რიგისაა, ძირითადი წვლილი 

შეაქვს წევრს  1/2exp Timt . მაშასადამე სიგნალის გამოჩენა მოსალოდნელია დროებზე 

1~ Tt . თუმცა, ამ დროის გავლის შემდეგ, მნიშვნელოვანი ხდება მეორე წევრის როლი  

 2

2

2 /2exp Ttmi  და ასე შემდეგ. 

 ჩვენ შეიძლება გადავწეროთ (3.89) განტოლება მარტივი სახით, თუ გამოვიყენებთ 

პუასონის აჯამვის ფორმულას: 
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(3.91) განტოლების გათვალისწინებით, (3.89) განტოლება იღებს შემდეგ სახეს: 
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რადგან  )(xW  წარმოადგენს გაუსის განაწილების ფუნქციას: 
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ამიტომ, საბოლოოდ მივიღებთ: 
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სადაც გაუსის განაწილების სიგანეები: 
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დროის მიხედვით ზრდადი ფუნქციებია. 

 (3.94) და (3.95) ფორმულები თვისობრივად აღწერენ სისტემის ენერგიის 

დამოკიდებულებას დროზე. ამრიგად მოვლენა, რომელსაც ადგილი აქვს არაწრფივ 

გიროტროპიულ გარემოში, კვანტურ ოპტიკაში ცნობილი კვანტური ენერგიის აღდგენის 

კლასიკური ანალოგია [62-65]. 

 

                                              3.8 დასკვნა       

  ნაშრომის ამ თავში შესწავლილია გიროტროპული გარემოს კლასიკური და 

კვანტური დინამიკა კუნის არაწრფივი მოდელის ფარგლებში. კლასიკური დინამიკის 

განხილვისას  სუსტი არაწრფივობის შემთხვევაში მიღებულია ანალიზური 

ამონახსნები, რომლებიც კარგ თანხვედრაშია რიცხვით ამონახსნებთან. ხოლო ძლიერი 

არაწრფივობის შემთხვევაში დადგენილია პარამეტრების ის მნიშვნელობები, რომელთა 

დროსაც სისტემაში ჩნდება ქაოსი. ნაჩვენებია, რომ ურთიერთქმედების პოტენციალის 

პარამეტრების გარკვეული მნიშვნელობებისათვის მოდელი არის ზუსტად 

ინტეგრებადი და გარკვეულ პირობებში დაიყვანება ე.წ. უნივერსალურ 

ჰამილტონიანზე. კვანტური დინამიკის განხილვის დროს ნაჩვენებია არაწრფივი 

გიროტროპული გარემოს მიერ გარეშე ველის ენერგის სტოქასტური შთანთქმის 

შესაძლებლობა. განხილულია ურთიერთქმედ ოსცილატორთა უსასრულო ჯაჭვის 

შემთხვევა და დადგენილია, რომ შესაძლებელია ასეთ გარემოში სოლიტონური ტიპის 

ტალღების გავრცელება.     

 ჩვენ ასევე განვიხილეთ კუნის მოდელი, რომელიც აღწერს ბმულ  ოსცილატორთა 

სისტემას. როგორც რიცხვითმა გამოთვლებმა გვიჩვენა, მიუხედავად ცალკეული 

ოსცილატორების ქაოტური რხევებისა, სისტემას, როგორც მთლიანს, გააჩნაი 

კოჰერენტულობა. ასეთ კოჰერენტულობას კი თავის მხრივ მივყავართ კლასიკურ 

ენერგიის აღდგენის მოვლენასთან. კერძოდ, არაწრფივი ოსცილატორების კუნის 
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სისტემას, რომელიც განიცდის გარეშე დატუმბვას, კვაზიპერიოდულად 

კოჰერენტულად ასხივებს ენერგიას. აღნიშნული მოვლენა საინტერესოა არაწრფივი 

ოპტიკური გარემოს შესწავლის თვალსაზრისით. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                        ძირითადი შედეგები  

1. შევისწავლილია ორი ბმული ნანომექანიკური რეზონატორის დინამიკა, 

როდესაც რხევები ამ  რეზონატორებში აღიძვრება გარეშე ძალის მეშვეობით.  

მიღებულია ანალიზური გამოსახულებები ბმული არაწრფივი რეზონატორების 

ამპლიტუდურ სიხშირული მახასიათებლისათვის, რომლებიც სამართლიანია 

ბმულობის ნებისმიერი მნიშვნელობისათვის და სუსტი ბმულობის შემთხვევაში 

ეთანადება ადრე მიღებულ შედეგებს [14]. ნაჩვენებია, რომ ამპლიტუდურ-სიხშირული 

მახასიათებელი წარმოადგენს ორ დახრილ მრუდს (პიკს), რომლებიც დაცილებულნი 

არიან ერთმანეთისაგან 2D ტოლი მანძილით. ნაჩვენებია, რომ ეს მრუდები შეიცავენ 

არასტაბიულურ უბნებს, რომელთა მიდამოში გარეშე ძალის სიხშირის ცვლილებას თან 

სდევს რხევის ამპლიტუდის მყისიერი და ნახტომისებური ცვლილება. რაც იძლევა 

საშუალებას, რომ სწრაფად ვცვალოთ რეზონატორებს შორის ენერგიის გადაცემის 

რეჟიმი. განხილულია აღნიშნულ  სისტემაში ოსცილატორებს შორის ენერგიის 

გადანაწილების პროცესი. გავაანალიზეთ რა რხევის დინამიკის სტაბილური და 

არასტაბილური უბნები, ძირითადი აქცენტი გავამახვილეთ არაწრფივ უბანზე. 

დადგენილია, რომ რხევების მცირე ამპლიტუდებისათვის, ენერგიის გადაცემას 

რეზონატორებს შორის აქვს წრფივი ხასიათი 2 2

1 2
4

A A


  და ენერგიის გადაცემის სიჩქარე 

განისაზღვრება ბმულობის კოეფიციენტით. როცა რხევის ამპლიტუდა იზრდება, მაშინ 

ენერგიის გადაცემა ღებულობს არაწრფივ ხასიათს  
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გადაცემის სიჩქარე მცირდება. ენერგიის გადაცემის სიჩქარის ცვლილება გარეშე ძალის 

სიხშირის ცვლილების მეშვეობით არის ადვილად განსახორციელებელი და 
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დამზერადი ექსპერიმენტულად. მიღებული  შედეგები შეიძლება გამოყენებულ იქნას 

ნანო-ელექტრომექანიკური რეზონატორის ბაზაზე მეტად მგრძნობიარე გადამრთველის 

შესაქმნელად.         

2. შესწავლილია ატომი-ველი სისტემა  ანჰარმონიულ ოსილატორის მოდელის 

ფარგლებში, როდესაც ადგილი აქვს არაწრფივ რეზონანს. დადგენილია ქმედების ის 

მნიშვნელობები, რომლის დროსაც ადგილი აქვს რეზონანსს  განსაზღვრულია ის 

პირობები, რომლის შესრულების შემთხვევაში ქმედების მნიშვნელობა შესაძლოა იყოს 

იმდენად მცირე, რომ მისი შესწორება აღარ იქნება კლასიკური სიდიდე და ის უნდა 

განვსაზღვოთ  კვანტური მექანიკის კანონების თანახმად. დაგენილია, რომ ქმედების 

შესწორების კვანტურ ჰამილტონიანს აქვს ისეთივე ფორმა, როგორიც კვანტური 

ქანქარას ჰამილტონიანს. ხოლო აღნიშნული სისტემის შრედინგერის განტოლებას 

შესაბამისად მათიე განტოლების სახე. ნაჩვენებია, რომ ენეგეტიკულ დონეთა 

დასახლებები წარმოადგენენ მათიე განტოლების საკუთარ ფუნქციბს და რომ მათ აქვთ 

მკვეთრი მაქსიმუმი 02UE   ენერგიაზე.  გამოთვლილია ენეგეტიკულ დასახლებათა 

ალბათობები და დადგენილია, რომ ადგილი აქვს ინვერსიულ დასახლებეთა 

განაწილებას )2()2( 00 UEWUW  . მიღებული შედეგებიდან დგინდება, რომ დროის 

პერიოდებზე, რომლებიც ნაკლებია რელაქსაციის დროზე შესაძლებელია ინვერსიული 

დასახლებების მიღებ. ამრიგად, ოპტიკური დიაპაზონის იმპულსური დატუმბვის 

შედეგად შესაძლებელია მიღებულ იქნას ენერგეტიკული დონეების ინვერსიული 

დასახლება მიკროტალღურ დიაპაზონში. 

3. შესწავლილია გიროტროპული გარემოს კლასიკური და კვანტური დინამიკა 

კუნის არაწრფივი მოდელის ფარგლებში. კლასიკური დინამიკის განხილვისას  სუსტი 

არაწრფივობის შემთხვევაში მიღებულია ანალიზური ამონახსნები, რომლებიც კარგ 

თანხვედრაშია რიცხვით ამონახსნებთან. ხოლო ძლიერი არაწრფივობის შემთხვევაში 

დადგენილია პარამეტრების ის მნიშვნელობები, რომელთვისაც სისტემაში ჩნდება 

ქაოსი. ნაჩვენებია, რომ ურთიერთქმედების პოტენციალის პარამეტრების გარკვეული 

მნიშვნელობებისათვის მოდელი არის ზუსტად ინტეგრებადი და გარკვეულ პირობებში 

დაიყვანება ე.წ. უნივერსალურ ჰამილტონიანზე. კვანტური დინამიკის განხილვის 

დროს ნაჩვენებია არაწრფივი გიროტროპული გარემოს მიერ გარეშე ველის ენერგის 

სტოქასტური შთანთქმის შესაძლებლობა. განხილულია ურთიერთქმედ ოსცილატორთა 

უსასრულო ჯაჭვის შემთხვევა და დადგენილია, რომ შესაძლებელია ასეთ გარემოში 

სოლიტონური ტიპის ტალღების გავრცელება. განვიხილულია ის შემთხვევა, როცა 

განზოგადებული კუნის მოდელის აღმწერი განტოლება არ არის  ზუსტად 

ინტეგრებადი. ნაჩვენებია, რომ მიუხედავად ინდივიდუალური ოსცოლატორების 

ქაოსური დინამიკისა, ასეთ ოსცილატორთა ჯაჭვი ინარჩუნებს კოჰერენტულობას 

როგორც მთლიანი სისტემა. 
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